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Introduzione

Negli ultimi anni, la robotica mobile ha rivestito un interesse sempre mag-
giore nell’ambito dell’automazione. I motivi principali risiedono nell’enorme
potenzialita che possiedono queste macchine a portare a termine processi che
sono considerati difficili per 'nomo o che vengono svolti in ambienti ostili,
come per esempio nelle industrie nucleari. Un ulteriore campo di applicazio-
ne della robotica mobile e rappresentato da tutti quei compiti che prevedono
una sorta di ripetitivita e dipendenza da parte dell’'uomo.

Una competenza necessaria che un robot mobile deve avere e la capacita di
muoversi evitando collisioni con eventuali ostacoli presenti nell’ambiente. Cio
implica che il robot deve avere una conoscenza sufficientemente dettagliata
dell’ambiente circostante. La pianificazione del moto risulta essere quindi un
nodo cruciale nello sviluppo di questa tipologia di sistemi autonomi.

In un primo tempo, gli sforzi erano concentrati nella risoluzione di proble-
matiche insite nell’automazione industriale come per esempio 1’automazione
della catena di produzione oppure la movimentazione e il trasporto merci in
magazzini. Ora si cerca di risolvere anche le problematiche presenti nella
vita quotidiana dell'uomo. Uno dei temi piu studiati a tale scopo riguarda
I’ambito della guida automatica.

In tale scenario, la tesi propone una soluzione al problema di pianificazione e
controllo di veicoli con rimorchio al fine di ottenere la guida automatica del
veicolo stesso. Questo problema e inserito nella metodologia di navigazione
con sterzatura iterativa ed inversione dinamica di percorso. Una specifica

particolare del problema affrontato e la richiesta di avere dei segnali di con-
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trollo con derivate continue, al fine di ottenere una pianificazione facilmente
realizzabile dagli azionamenti presenti sul veicolo ed avere anche una risposta
piacevole dal punto di vista del confort di guida.

Un risultato esposto nella tesi impone la necessita di utilizzare, per pianifica-
re il percorso del punto medio dell’asse ruote del rimorchio, un percorso con
continuita geometrica del quarto ordine. Nell’ottica di generare dei controlli
per il veicolo con rimorchio di classe C, la procedura di inversione dinamica
di percorso risulta un problema ben posto soltanto mediante I'utilizzo di per-
corsi di classe G*. Un percorso con continuita geometrica del quarto ordine
¢ un percorso regolare che possiede la continuita del vettore tangente alla
curva, della curvatura, derivata di curvatura e derivata seconda di curvatura
rispetto alla lunghezza dell’arco.

Per maneggiare curve con questo grado di continuita sono state sviluppate
le n*-spline. Queste curve sono polinomi di nono grado che dipendono dalle
condizioni di interpolazione geometrica imposte agli estremi delle curve e da
un vettore n di parametri liberi.

Le n*-spline risolvono il problema di interpolazione geometrica di classe G*
tra due punti arbitrari considerando, come condizioni di interpolazione, i
punti del piano cartesiano iniziale e finale, i versori tangenti alla curva nel
punto iniziale e finale, la curvatura, la derivata prima di curvatura e la deri-
vata seconda di curvatura rispetto alla lunghezza dell’arco nei punti iniziale
e finale.

E necessario inserire un ottimizzatore dei parametri del percorso per permet-
tere al veicolo con rimorchio una movimentazione fluida e senza discontinuita
nei punti di giunzione tra i vari tratti.

Successivamente e stato riconsiderato il modello cinematico del veicolo con
rimorchio per permettere di generare, mediante la teoria dei sistemi “flat”; i

segnali di controllo cercati.



Capitolo 1
Pianificazione di traiettorie

In questo capitolo si tratta del problema della pianificazione delle traiet-
torie con un approccio generico. Si espone anche una breve introduzione alla

robotica mobile e all’inversione dinamaica di percorso.

1.1 Robotica mobile

La robotica cerca di utilizzare la potenza di calcolo degli elaboratori elettro-
nici applicata a dispositivi elettromeccanici per svolgere dei compiti ritenuti
pericolosi oppure molto complessi per I'uomo. Esistono infatti numerosi com-
piti che I'uomo delega alla macchina avendo meno rischio personale e, allo
stesso tempo, perseguendo risultati migliori: si pensi alla robotica industriale
dove la gran parte dei compiti ripetitivi e rischiosi per la salute dell'uomo
sono svolti da macchine robotiche in maniera piu veloce e precisa di quanto
I'uomo possa riuscire.

Lo sviluppo della robotica mobile ha permesso di automatizzare molti proces-
si di trasporto in svariati campi. L’ambito che, fino ad ora, ha suscitato mag-
giore interesse ¢ il trasporto di merci e semilavorati in magazzini strutturati:

I'implementazione di comportamenti robotici in navette per la movimenta-
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zione automatica di merci ha risolto innumerevoli problemi di congestione
del traffico ad esempio. Oltre all’ambito prettamente industriale, gli studi
della robotica mobile si stanno concentrando anche nella direzione dell’aiuto
e della sicurezza alla guida. Dal punto di vista della sicurezza sono presen-
ti sul mercato soluzioni che assistono il conducente nell’affrontare situazioni
problematiche come per esempio fondi stradali accidentati. Anche per quan-
to riguarda l'aiuto alla guida sono presenti in letteratura applicazioni per il
sostegno alla guida in situazioni critiche quali parcheggio e la rilevazione di
ostacoli improvvisi. Il problema & molto sentito anche per veicoli di grandi
dimensioni come possono essere i veicoli con rimorchio. L’ingombro che pro-
ducono nella loro movimentazione implica un impegno costante da parte del
guidatore per effettuare manovre anche complesse. In questo scenario la tesi
si propone di risolvere il problema della pianificazione e il controllo del moto
di veicoli con rimorchio per riuscire ad eseguire manovre arbitrarie in scenari
non strutturati.

La pianificazione di traiettorie efficaci per robot mobili su ruote ¢ una della
sfide ancora aperte nel mondo scientifico. Inizialmente, la ricerca, si e orien-
tata sulla generazione di percorsi ottimi tra punti assegnati in uno spazio
planare. I percorsi generati erano formati dalla congiunzione di segmenti ed
archi circolari per garantire vincoli sulla massima curvatura dove si cercava
di minimizzare la lunghezza della curva che rappresentava il criterio ottimo
da essere perseguito. Il problema principale di questo approccio risiede nel
comportamento del robot mobile nei punti di contatto tra i percorsi: la cur-
vatura risulta essere discontinua. Questo, come si vedra nel seguito della tesi,
produce una discontinuita nel segnale di controllo che provoca, nel robot che
deve seguire il percorso, una sosta forzata nel punto di contatto per orientare

N

le ruote nella direzione iniziale del nuovo tratto. Il risultato piu evidente e

7

un rallentamento nello moto generale del robot. Per ovviare al problema
necessario pianificare le condizioni di interpolazione tra i percorsi consecutivi
garantendo un elevato grado di continuita geometrica. Il problema da risol-

vere € quindi un problema di interpolazione tra punti al fine di garantire la
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continuita dei controlli.

1.2 Inversione dinamica di percorso

Il problema di controllo del moto di un veicolo con rimorchio puo essere visto
come problema di inversione dinamica di percorso ossia il veicolo deve inse-
guire la curva I' pianificata in precedenza in modo da minimizzare ’errore di
posizione sul percorso pianificato.

La teoria dell’inversione dinamica di percorso € una teoria che si applica a
tutte le tipologie di veicoli su ruote non-onolomi. Per semplicita di trat-
tazione la risoluzione del problema sara affrontata facendo riferimento ad
un particolare robot mobile su ruote il cui modello cinematico e evidenziato
in Figura 1.1. La trattazione segue quella presente nell’articolo [2] in Bi-

bliografia. L’idea di base & quella di considerare il segnale di uscita y(t),

Yﬂ

X "X

Figura 1.1: Modello del robot mobile su ruote

di un generico sistema multivariabile, come una funzione (curva) di para-
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metrizzazione di un percorso I', nello spazio delle uscite RP. Quindi, in un
certo intervallo [0,¢;], dovra essere I' = y([0,¢;]). Il problema di inversione

dinamica di percorso ¢, percio, il seguente:

Problema 1.1. Dato un percorsoI' C RP ed un tempo di spostamento t; > 0,
si devono determinare le condizioni iniziali e la funzione di ingresso u(t), tali

che luscita di sistema y(t) soddisfi la condizione

y([0,t:]) =T (1.1)

A partire dai parametri messi in evidenza nella Figura 1.1, si ottiene facil-
mente il seguente modello

z(t) = v(t) cosO(t)

y(t) = v(t) sinb(t) (1.2)

0(t) = wl(t)
dove = e y indicano la posizione del robot nel piano, # e I'angolo di orien-
tazione, mentre v e w rappresentano rispettivamente la velocita lineare ed
angolare e, in questo contesto, saranno utilizzate come funzioni di controllo
del robot. Per ottenere buone performance di movimento, le funzioni v(t) e
w(t) saranno considerate di classe C'!, cioe le accelerazioni lineare ed angolare
saranno segnali continui.
Da un punto di vista matematico, lo stato del modello (1.2) al tempo ¢ sara
dato da {x(t),y(t),0(t)}; nel seguito, per convenienza, si utilizzera lo stato

esteso, comprendente gli ingressi e le loro derivate, definito come

{z(t),y(t),0(t), v(t), (1), w(t), w(t)} (1.3)
Ora, il problema di pianificazione del moto che si sta affrontando, puo esse-

re visto come un problema di raggiungibilita nello spazio degli stati estest.

Quindi, il Problema 1.1 si trasforma nel seguente modo:

Problema 1.2. Dato un qualsiasi tempo finale ty > 0 trovare degli ingressi
di controllo v(-), w(-) € C'([0,ts]) tali che il robot mobile, partendo da un

arbitrario stato esteso iniziale

Pa = [xA;yA]T: [l‘(O)u?J(O)]T
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64 = 0(0)
va = v(0)
o4 = 0(0)
wa = w(0)
wa = w(0)

ps = [wpys]" = [x(ty), y(ty)]"
0p = e(tf)
vp = v(ty)
g = U(ty)

wp = Wity

Il problema appena introdotto puo essere risolto attraverso una procedura di
inversione dinamica di percorso, mentre la strategia generale per il control-
lo del moto puo essere di natura iterativa, e verra applicata da un sistema
supervisore. La conoscenza real-time della posizione del robot, puo essere
utilizzata dal sistema supervisore per controllare la transizione dallo stato
esteso A allo stato esteso B.

La Proposizione 1.1, & essenziale per capire come pianificare il percorso desi-
derato che unisca gli stati iniziale e finale; prima di enunciarla si introducono

le seguenti definizioni.

Definizione 1.1 (curva). Una curva sul piano {x,y} puod essere descritta
dalla mappa

p: [uo,w] = R p(u) = [a(u) fu)] (1.4)
dove [ug, u1] é un intervallo chiuso reale. Il “percorso” associato é l'immagine

di [ug, u1] in p(u) ossia p([ug, u1]).
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Definizione 1.2. Una curva p(u) é regolare nell’intervallo [ug, u,] se p(u) €
Cp([ug, u1]) e p(u) # 0 Yu € [ug,us] (C, denota la classe delle funzioni

continue a tratti).

Definizione 1.3 (curve G'). Una curva parametrica p(u) ha una continuita
geometrica del primo ordine, e diremo che p(u) ¢ una curva G se p(u) ¢é

regolare ed il suo vettore tangente ¢ una funzione continua lungo la curva.

Definizione 1.4 (curve G?). Una curva parametrica p(u) ha una continuita
geometrica del secondo ordine, e diremo che p(u) ¢ una curva G* se p(u) é
una curva G*, p(u) ¢ continua a tratti e la sua curvatura scalare ¢ continua

lungo la curva.

Definizione 1.5 (curve G*). Una curva parametrica p(u) ha una continuita
geometrica del terzo ordine, e diremo che p(u) ¢ una curva G* se p(u) ¢é
una curva G2, P(u) ¢ continua a tratti e la derivata della curvatura scalare

rispetto alla lunghezza dell’arco s é continua lungo la curva.

Proposizione 1.1. Vt; > 0, se un percorso cartesiano I' e generato da un
modello come quello in (1.2) conv(t),w(t) € C*([0,¢4]) ev(t) # 0Vt € [0,ty]
allora tale percorso & di classe G3. Viceversa, dato ogni cammino I' di classe
G3, esistono funzioni v(t), w(t) € CY([0,ts]) con v(t) # 0Vt € [0,t4] e
condizioni iniziali tali che il cammino generato dal modello (1.2) coincide

con il cammino T' dato, di classe G.

Dalla Proposizione 1.1 risulta evidente che per risolvere il problema di inver-
sione dinamica di percorso con v(t) # 0, il percorso dato I' deve essere una
curva G*; per la dimostrazione di tale proposizione si rimanda all’articolo [2].
Dal punto di vista matematico la Proposizione 1.1 non e sufficiente per risol-
vere il problema di pianificazione di traiettorie per il veicolo con rimorchio.
Per risolvere questo problema ¢ necessario introdurre la continuita geometrica

del quarto ordine (G*) e la successiva definizione di percorso.

Definizione 1.6 (curve G*). Una curva parametrica p(u) ha una continuita

geomeltrica del quarto ordine, e diremo che p(u) ¢ una curva G* se p(u) ¢
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una curva G*, P (u) & continua a tratti e la derivata seconda della curvatura

scalare rispetto alla lunghezza dell’arco s e continua lungo la curva.

Definizione 1.7 (Percorso G', G?, G2, G*). Un percorso in uno spazio
cartesiano, cioé un insieme di punti in questo spazio é un percorso G° (1 =
1,...,4) se esiste una curva parametrica con continuita geometrica di ordine

i-estmo la cui immagine € proprio il percorso dato.

Per impostare il problema di pianificazione di traiettorie per il veicolo con
rimorchio e necessario introdurre il modello cinematico del veicolo con rimor-
chio. La sezione successiva permette di comprendere il modello ed esporre il

problema della pianificazione di traiettorie.

1.3 Veicolo con rimorchio

Per prima cosa si riporta il modello cinematico del veicolo con rimorchio
ricordando le sue caratteristiche principali (vedi Figura 1.2). Il modello cor-
risponde ad un veicolo a trazione posteriore agganciato al quale e presente
un rimorchio passivo. Il punto di fissaggio & posto nel punto medio dell’asse
ruota posteriore del veicolo dove e anche presente il riferimento cartesiano
per la posizione del veicolo. Inoltre sono indispensabili per la comprensione

del modello cinematico i seguenti parametri:
e dy distanza fra gli assi del veicolo motrice;
e d; distanza fra 'asse del rimorchio ed il gancio di traino;

e v velocita del punto medio dell’asse delle ruote posteriori del veicolo

trainante;
e v; velocita del punto medio dell’asse delle ruote del rimorchio;

e w; velocita angolare del rimorchio;
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Figura 1.2: Modello del veicolo con rimorchio

(xo, o) coordinate cartesiane del punto che indica la posizione del
veicolo, posto esattamente nel punto medio dell’asse delle sue ruote

posteriori;

(x1, y1) coordinate cartesiane del punto che indica la posizione del

rimorchio, posto esattamente nel punto medio dell’asse delle sue ruote;
0 angolo che misura la sterzatura del veicolo trainante;

6y angolo che misura l'orientamento del veicolo trainante rispetto
al sistema cartesiano con riferimento all’asse di simmetria del veicolo

stesso;

61 angolo che misura l'orientamento del rimorchio rispetto al sistema

cartesiano con riferimento all’asse di simmetria del rimorchio stesso.
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Da semplici relazioni geometriche si ricava:

vy = v cos (0y — 61)

v
w1 = d—1S1n (90 — (91)

91 = W1

Il modello cinematico del veicolo con rimorchio risultante € mostrato in

equazione (1.5).

(.
To = v cos by

yo = v sin 49(]

0o = Y tans (1-5)
do
. v
91 = — Sln (90 — (91)
\ dl

I controlli di questo sistema sono rappresentati da v(t) e d(¢) rispettivamente
la velocita lineare del veicolo trainante ed il valore di sterzatura delle ruote
anteriori dello stesso. Per garantire dei controlli di classe C' & necessaria
una elevata continuita geometrica del percorso che interpola i punti. Questo

risultato segue dalla Proposizione 1.2.

Proposizione 1.2. Sia assegnato un tempo t; > 0.

Per il modello cinematico di veicolo con rimorchio (1.5) si considerino uno
stato iniziale e controlli v(t), 6(t) € C'([0,t1]) conv(t) # 0 e [0(t)| < 5,Vt €
[0,t1] per i quali [0y(t) — 01(t)] < § Vt € [0,t1]. Allora il percorso generato
dal punto medio dell’asse ruota del rimorchio é un percorso di classe G*.
Viceversa, dato un percorso I' di classe G* per il modello (1.5) esistono uno
stato iniziale e controlli v(t), 6(t) € C'([0,t1]) conv(t) # 0 e [0(t)| < 5,Vt €
[0,t1] per i quali |0y(t) — 01(t)] < 5 Vt € [0,t1] ed il percorso generato dal

punto medio dell’asse ruota del rimorchio coincide con T'.

Dal punto di vista matematico la Proposizione 1.2 mette in evidenza la ne-
cessita di ricavare dal modello cinematico del veicolo con rimorchio (1.5)

le informazioni relative alla posizione del punto medio dell’asse ruota del
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rimorchio. Da semplici calcoli geometrici si puo ricavare che la posizione

desiderata, espressa dal punto p; = (z1,y;) si ottiene mediante:
w1+ jy1 =0+ j yo + di? " (1.6)

In termini matematici formali la coincidenza del percorso di generato dal

punto p; con il percorso I puo essere espresso mediante

(xl) ([0,t,]) =T. (1.7)

n

Si e scelto di pianificare la traiettoria del veicolo con rimorchio partendo dal
punto posteriore del rimorchio. Questa condizione implica la necessita di
avere un polinomio interpolatore di grado sufficientemente elevato per ga-
rantire la continuita dei controlli (che sono riferiti al punto medio dell’asse
ruota posteriore del veicolo trainante). E quindi necessario avere a disposi-
zione uno strumento matematico che permetta di interpolare punti qualsiasi
dello spazio cartesiano. Lo strumento sviluppato sono le cosiddette n*-spline,

polinomi di nono grado che consentono di ottenere i controlli §(t), v(t) € C*.



Capitolo 2
Le 774-3pline

In questo capitolo si espone la generazione di percorsi che interpolano

punti arbitrari del piano mediante lo strumento delle n*-spline

Nel contesto del controllo feedforward di un veicolo con rimorchio, il ca-
pitolo precedente ha evidenziato la necessita di pianificare percorsi di classe
G* avendo condizioni di interpolazione iniziali e finali arbitrarie. L’approccio
piu naturale e la ricerca di curve polinomiali che risolvano il problema di in-

terpolazione. Questo giustifica 'introduzione del seguente problema formale.

Problema 2.1 (Interpolazione polinomiale di classe G*). Determinare la
curva polinomiale di ordine minimo che interpola due punti terminali pa =
(x4 yA]T epp = |[rB yB]T con associati 1 versori tangenti definiti dagli angoli
04 e Op, curvature scalari ka4 € kg, le deriwvate di curvatura rispetto alla
lunghezza dell’arco g e kg e le derivate seconde di curvatura rispetto alla
lunghezza dell’arco Ka e Kp (si veda Figura 2.1). Si consideri che i dati di
interpolazione, pa,Pp € R?, 04,05 € [0,27), ka, kg € R, ka,kip € R e

ka, kg € R, possono essere assegnati arbitrariamente.

13
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Y

Figura 2.1: Connessione di percorso di classe G* tra i punti p4 e pg

2.1 Derivazione geometrica delle equazioni

La soluzione al problema di interpolazione polinomiale di classe G* (si ve-
da Problema 2.1) ¢ data dalla curva polinomiale del nono ordine p(u) =

[a(u) B(u)]T, con u € [0, 1], definita come segue:

04(“) i040‘1‘041U+a2u2+a3u3+a4u4+a5u5+

+ agu® + ar u” + ag u® + ag u® (2.1)
B(u) = Bo+ Bru+ fou’+ By u’+ Byu’ + Bs '+
+ B u® + Bru” + By u® + By u’ (2.2)

Si devono ora introdurre alcune definizioni di geometria planare per riuscire
a risolvere il Problema 2.1.
La lunghezza dell’arco misurata lungo p(u), denotata dalla lettera s, puo

essere valutata dalla seguente funzione
Fifuou) s, s = [ B de (23)
ug

dove ||-|| denota la norma euclidea ed sy e la lunghezza totale della curva

cioe sy = f(uy). Assegnata una curva regolare p(u), la funzione lunghezza
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dell’arco lungo la curva f(-) € continua in [ug, u;] e biettiva.

Dalla definizione di curvatura in geometria planare e possibile scrivere

dr dr du ds 1 dk 1

G duds T B du B

Py = L)) (24

che rappresenta la derivata di curvatura rispetto alla lunghezza dell’arco s.

Analogamente si introduce la definizione di derivata seconda di curvatura

rispetto alla lunghezza dell’arco s nel seguente modo
d (de\ _ d (de\du _ d (dk 1
ds \ds) — du\ds) ds  du\ds) |p(u)]

d?k d [(dk 1
FEIC (%“”) EOl (25)

ovvero

Ora si e in grado di impostare il sistema di equazioni per risolvere il Proble-

ma 2.1.
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(p(0) = pa 2.6a)
p(l) = ps (2.6b)
) cos 64
p(0) = m| . (2.6¢)

| Sin 4 |
) [cos 05 ]
p() = m| " (2.6d)
_SIDHB_
k(0) = ka (2.6¢)
k(1) = kg (2.6f)
dk
200) = £ 2.6
T0) = b (2.62)
dk .
E(l) = fkp (2.6h)
d’k ; .
@(0) = Ka (261)
A’k 3 .
E(l) = Fin (2.6])
. cos 4
_stA_
. _COSQB
<p(), | . > = m (2.61)
_811103_
-COSQA-
<B0), | > = (2.6m)
_SmOA_
-COSQB-
<), [P s = (2.6n)
_sm@B_
-COSQA_
<), | s = (2.60)
_s1n9A_
-COSQB
<P(),]| > s (2.6p)
L _sm@B_
con
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[l sistema (2.6) € composto da venti equazioni in venti incognite («a;, §; con i =
0,...,9). Lasoluzione di questo sistema ¢ unica e indipendente dai parametri
n = [m 12 05 4 15 M6 77 18]

perche la matrice dei coefficienti associata al sistema risulta non singolare.
Per il calcolo esplicito dell’unica soluzione di questo sistema ¢ indispensabile
I'utilizzo di software di calcolo simbolico (in questo lavoro di tesi si ¢ utiliz-
zato MAPLE™ versione 11 1).

Ora si passa all’analisi del sistema espresso in (2.6).

Le equazioni (2.6a) - (2.6j) impongono le condizioni di interpolazione geome-
trica mentre le successive equazioni (2.6k) - (2.6p) impongono le condizioni di
interpolazione matematica. Le condizioni di interpolazione matematica sono
necessarie per annullare i gradi di liberta intrinseci del Problema 2.1 avendo

come condizioni di interpolazione le quantita espresse dalla Proposizione 2.1.

Le equazioni (2.6a) e (2.6b) impongono le condizioni di interpolazione del
punto iniziale e finale desiderati. Esplicitamente ’equazione (2.6a) permette
in modo immediato di determinare le prime due incognite del problema ag e

Bo in quanto I'equazione (2.6a) diventa

ap = Tx (2.7)
Bo = ya. (2.8)

Mentre ’equazione (2.6b) determina la condizione di interpolazione del punto

finale

g+ o Fastastastastagtartagt+ag = x4 (2.9)
Bo+ P+ B2+ B3+ Bs+Bs+ Ps+ Br+ Bs+ By = ya. (2.10)

Le equazioni (2.6¢) e (2.6d) impongono le condizioni di orientazione iniziale
e finale ed introducono i parametri 77 e 1,. La definizione di questi parametri

risiede nella velocita matematica della curva. Sono introdotti per diminuire

Maggiori informazioni sul prodotto: http://www.maplesoft.com/products/maple/


http://www.maplesoft.com/products/maple/
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il numero di parametri liberi del sistema.

Si introduce p(u) come differenziazione esplicita rispetto ad u di p(u).

p(u) = [O}(u)] (2.11)

Blu)
con
a(u) = ag + 2a0u + 3asu® + dayu® + Sasut+
+ 6agu’® + Tazu® + 8agu” + 9agu® (2.12)
Blu) = Bi+2Bpu+ 3fyu” + 4By’ + 505u'+
+ 665u” + 7B7u’ + 8Bsu” + 9Byu® (2.13)

Formalmente i parametri 7; e 7y sono definiti come segue:

m = [IpO)| = (aF+82)? (2.14)
m = B (2.15)

Da questa definizione si devono imporre le condizioni sui parametri . Dato

che sono definiti come norma di p(u) i parametri devono rispettare:
n € RT con i=1,2.
Quindi dalle equazioni (2.6¢), (2.6d), (2.11), (2.14) e (2.15) si puo scrivere

ap = 1n cosfy (2.16)
Bi = m sinfy (2.17)

a1 + 2as + 3az + 4ag + bas + 6ag + Tar + 8ag + 9ag = 19 cosfp (2.18)
B+ 208y + 383 + 484 + 585 + 685 + 787 + 885 + 9By = my sinflp (2.19)

Anche in questo caso si riescono a determinare altri due coefficienti del siste-
ma (2.6): a; e f;.

Ricordando la definizione geometrica di curvatura derivante dalla teoria delle
curve planari si puo scrivere

ap —ap

G g (2.20)

K(u) =
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La definizione di é&(u) e 5(u) si ottiene mediante derivazione esplicita rispetto
ad u della relazione (2.11):

p(u) = la<u)] (2.21)

quindi, esplicitamente:

d(u) = 2as + 6agu + 1204u* + 20a5u® + 30a6u’+

+ 4207u° + 5605u’ + T209u” (2.22)
B(u) = 2By 4 6Bsu + 123,u% 4 2085u° + 308su’+
+ 425705 + 5685u’ + 7280u”. (2.23)

Analizzando 'equazione (2.6¢e) si ottiene

204152—204251

Ui 224

L’equazione appena introdotta, apparentemente, sembrerebbe non lineare: si
puo notare che ’equazione risulta lineare nei parametri as e S5 andando a
sostituire in (2.24) i risultati trovati in (2.16) e (2.17).

Dall’equazione (2.6f) si ricava un’equazione necessaria a garantire il soddi-
sfacimento della condizione al contorno per kg, per motivi tipografici la si
esprime in forma compatta

s

Situazione analoga si ha per le equazioni (2.6g) - (2.6j) dove sono definite le
condizioni di interpolazione per la derivata e la derivata seconda di curvatu-
ra rispetto alla lunghezza dell’arco s. Per esplicitare le equazioni si devono
introdurre le funzioni geometriche per il calcolo della derivata di curvatu-
ra (2.26) e derivata seconda di curvatura (2.27) ed anche le funzioni P (u)
in (2.28) e P (u) in (2.31).

iy _ (6 = )+ 57) ~ 805 — )i+ )

du (&2 + B2)5/2

(u) (2.26)
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d*k 1

&) = s |
—7(af — &B)(ad + BB) (a2 + B2)—
—3(af — af) (62 + 5% + ad + BB)(a* + B+

&f —@H+ap —ap)(at + )~

+18(& — éB) (it + 5’6)2] (u) (2.27)
. a(u)
Pu)=|.. 2.28
(u) [ 4 (u)] (2.28)
con
A (u) = 6ag+ 24ayu + 60asu® + 12006u’+
+ 210a7u* 4 3360agu” + 509a9u’ (2.29)
B(u) = 685+ 24B4u + 6085u® + 1208su’+
+ 21087u* + 33685u’ 4 50939u’. (2.30)
Infine
. o (u)
Pu)=|.. 2.31
(u) [ 5 (u)] (2.31)
con

‘@'(u) = 24y + 120as5u + 360asu’+

+ 840a7u® 4 1680agu’ + 3024agu® (2.32)
B (u) = 2484 4 12085u + 3608su’+
+ 84037u® + 1680 8su* + 3024 59u”. (2.33)

Questo conclude la trattazione delle condizioni di interpolazione geometri-
che. Riassumendo si sono ricavate fino ad ora 14 equazioni che coinvolgono
tutte le variabili del sistema. Si e riuscito a ricavare il valore di 4 di queste
variabili che sono espresse nelle formule (2.7), (2.8), (2.16) e (2.17).

Come gia accennato in precedenza le sole condizioni di interpolazione geome-

trica non sono sufficienti per ottenere una soluzione univoca del sistema (2.6).
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E essenziale introdurre altre condizioni di interpolazione mediante 1’aggiunta
di parametri matematici appositi. La soluzione proposta prevede di inserire
i parametri 7; con ¢ = 1,...,8 interpretabili come la misura della velocita
matematica della curva nei punti iniziale e finale e le sue successive derivate.
I primi due parametri sono gia stati introdotti e sono indispensabili per la
definizione del versore tangente alla curva nei punti di interpolazione. I suc-
cessivi parametri 1 sono condizioni di interpolazione che esprimono i prodotti
scalari dell’accelerazione, jerk e derivata del jerk con il versore tangente ai
punti iniziale e finale della curva. Il jerk e la derivata del jerk rappresentano
rispettivamente la derivata rispetto al tempo dell’accelerazione e la derivata
seconda dell’accelerazione.

Le equazioni del sistema (2.6k), (2.6m) e (2.60) possono essere esplicitate

eseguendo il prodotto scalare, ottenendo le seguenti equazioni:

20i9 coslq + 205 sinfly = n3 (2.34)
6z cosfq + 603 sinfy = n; (2.35)
24y cosBy + 248, sinfy = 1y (2.36)

Ora si e in grado di determinare i coefficienti g e (55 risolvendo le equazio-
ni (2.24) e (2.34), si determinano a3 e 3 dalla risoluzione di (2.26) valutata
per v = 0 e (2.35) infine si determinano a4 e f, dalle equazioni (2.27) valu-

tata per u = 0 e dall’equazione (2.36).

Il sistema (2.6) ¢ quindi ridotto ad un sistema algebrico di 10 equazioni
lineari nelle 10 incognite «;, £; con i = 5,...,9. Questo sistema ridotto ha
la matrice dei coefficienti non singolare e si ottiene quindi un’unica soluzione
al Problema 2.1. Per la risoluzione di tale sistema e richiesto 1'utilizzo di un
software di calcolo simbolico.

In Appendice A sono esposti i coefficienti polinomiali in forma chiusa che
risolvono in modo univoco il Problema 2.1.

Dopo aver eseguito il calcolo esplicito dei coefficienti «;, 5; coni=1,...,9,

si puo introdurre la proposizione seguente.
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Proposizione 2.1. La curva parametrica p(u,n) soddisfa ogni coppia di
punti di interpolazione pa, 04, Ka, ka, ka € PB, OB, KB, kB, KB, per ogni

neH. Dove H := Ri xRS e R, denota l'insieme dei numeri reali positivi.

Dato che il sistema (2.6) risulta lineare e con soluzione unica, la dimostra-
zione formale della Proposizione 2.1 ¢ il risultato del calcolo esplicito dei

coeflicienti.

2.2 Calcolo dei coefficienti

Dal punto di vista implementativo, I'utilizzo delle n*-spline comporta la de-
terminazione e la modifica di tutti i parametri 1. Molto spesso, per motivi
di efficienza computazionale e per rendere meno complesso il problema di
ottimizzazione dei parametri di ogni 1*-spline che si pianifica, si utilizza una
versione semplificata delle 1*-spline dove gli unici parametri liberi rimangono
11 e 19. Per comprendere la motivazione dell’utilizzo di questa semplificazione
si faccia riferimento al Capitolo 4 dove ¢ esposto il problema di ottimizzazio-
ne.

In seguito si riportano i coefficienti polinomiali in forma chiusa ottenuti dalla

risoluzione del sistema (2.6) imponendo le seguenti ulteriori condizioni:

7, =0 con 1=3,...,8.

ag =14 (2.37)
a1 =1 cosfy (2.38)
g = — % 77% K4 Sinf 4 (2.39)
o3 = — % 77? k4 sinfy (2.40)
oy = — i nf (3 K+ iéA) sin 0 4 (2.41)

a5 =126 (xg —x4) — 701 cosfy — 56 1y cosbOp+

35 5 ) ) 5 . .
+ (?Uf“A‘Fg?ﬁ’f?q‘i‘§nfﬁA+ﬂnfﬁA) sin 64—
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21 1 . 1 .
— <? 5 RB+§n§ Ky — 15 kg + — 51" /iB) sin 0 (2.42)
ag = — 420 (xp — x4) + 2241, cosBy + 196 19 cosOp—
105 5, 5 20 5 _
— AT ’€A+§Th Fa+ = B M Fa ) sinfa+
7 1 23 .. 1 ,. .
+ < 5 n KB+ = 5 112 Ky — — 1 kB + = 75 /13) sinfp (2.43)
6 6
ary =540 (xg —x4) — 2801 cosfa — 2601, cosfp+
5) 15 5)
+(63nf ka+ = nt kS b fa+ —=nf ka4 | sinf,—
4 2 12
3 11 ) 1 .. .
- <53 3 HB—'—ZL Ny Ky — ?ng mB+Zn§ /13) sinfp (2.44)
ag = — 315 (xp — x4) + 1601, cosOy + 155 ns cosOp—
5 5 4. .
— <35771 KA+ 8771 K A 4An fa+ — o 77%&1) sin 0 4+
7
+ ( s Kp + 772 K — 3 ns kg + G /{B> sinfp (2.45)
=70 (zp —x4) — 35m cosfy — 35my cosbp+
15 5)
+ 5 N 0 KA+ = 771/-€A+6771/m+24771/m sin 04—
15 403 D 3.
5 /<;B—|— g KB~ ¢ Tk /<aB—|— o ns kp | sinfp (2.46)
Bo = ya 2.47)
f1=m sinfa (2.48)
1
B = 5 i ia cosba (2.49)
1
B3 = G 1 fia cOs O (2.50)
1 .
By = % n (3 K3 +ia)cosba (2.51)

Bs =126 (ygp — ya) — 701y sinfy — 56 15 sinp—

5, 5
- /£A+24 771 Ka | cosfa+

35 5
—(gnfmeg?ﬁﬁ‘ZJrz
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2
B = — 420 (yp — ya) + 224 m; sinfs + 196 1, sinfp+

21 1 ) 1
+ (— s /<¢B+g'r]§ Ky — s kg + — VAL HB> cos O (2.52)

105 5 20 5
+ _U1HA+ 771 5A+_771 Ka+ 12771"@4 cos 04—

2 4 3
7 1 23 . . 1 .
N Kp + =Ny Ky — —1ns g+ = 13 Kp | cosfp (2.53)
2 2 6 6
b7 =540 (yp — ya) — 2801, sinfy — 260 1y sinOp—
5 15 5
— 63nf/<;A+—7]f/if’4+—nf/%A+ 7]1/@4 cos 04+
4 2 12
2 3 4 o5 A1 4 Loy
+ [ 53 n; I{B—f—z T K = 5 M IiB—I—Z?b Kp | cosOp (2.54)

Ps = — 315 (yg — ya) + 160 m; sinfy + 1551, sinfp+

5 5) .
+ (35771 KA+ 8771 /{A—|—4771 liA—f——?ﬁ/{A) cosf4—

24
3 1 3. L 4.
( n Kp + 772 K = 51 FB + g /{B> cosfp (2.55)
=70 (yg —ya) —35m; sinfy — 351, sinfp—
15 5 I .
(? KA+ < 771“A+6771 &A+24771/1A> cos 04+
+ (—5 Kp+ < 774 Ky — > T ! K )cos& . (2.56)
9 2B = LT MB T o) 772 B B

I parametri 7;, con ¢ = 1,2 che compaiono in (2.37) - (2.56) possono essere
liberamente scelti e influenzano la forma del percorso generato, senza pero
violare le condizioni di interpolazione agli estremi. Possono essere raccolti in
un vettore bidimensionale = [, 15]” e la curva parametrica (2.1) - (2.2)
puo essere denotata per brevita di notazione come p(u,n) o, informalmente,
n*-spline semplificata. 11 vettore  ha dominio in H = R? (R, denota 'in-
sieme dei numeri reali positivi).

I coefficienti riportati in (2.37) - (2.56) sono dedotti risolvendo le equazioni
non lineari del sistema (2.6) associate alle condizioni sui punti di interpola-

zione.
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2.3 Generalizzazione sulle n*-spline

Il concetto di continuita geometrica di curve planari o percorsi, introdotti

nella Sezione 1.2 puo essere generalizzato come segue.

Definizione 2.1 (curve G¥; k > 2). Una curva parametrica p(u) ha una
continuita geometrica di ordine k, e diremo che p(u) é una curva di ordine
G*, se p(u) ¢ una curva di ordine G*=', D*p(-) € CP([ug u1]) e D*2k(-) €
Co([0, s¢]).

Definizione 2.2 (percorsi G*; k > 2). Un insieme di punti sul piano car-
tesiano & un percorso di classe G* se esiste una curva parametrica di classe

G* che ¢ limmagine del percorso dato.

Informalmente, la continuita geometrica di ordine k£ implica la continuita del-
la curvatura fino all’ordine k — 2. Il problema dell’interpolazione polinomiale
di ordine G* pud essere visto come naturale generalizzazione del problema di

interpolazione geometrica di ordine 4 gia descritto in Problema 2.1

Problema 2.2 (Interpolazione polinomiale di classe G*). Determinare la
curva polinomiale di ordine minimo che interpola due punti terminali pa =
[z 4 yA]T epsp = [rp yB]T con associati 1 versori tangenti definiti dagli angoli
04 e 0p e le derivate di curvatura rispetto alla lunghezza dell’arco D'k, e
Dikg peri = 0,1,...,k — 2. Tutti i dati di interpolazione possono essere

assegnati arbitrariamente.

Dalla determinazione delle curve n'-spline per i = 0,...,4 (come ¢ eviden-
ziato in [2]) si puo inferire che le generiche n*-spline sono polinomi di ordine
2k — 1 e la loro parametrizzazione dipende dal vettore m con 2k componenti
(n € R2Z xR**1)). Per generare le espressioni in forma chiusa delle n*-spline
sono necessarie procedure di algebra svolte al calcolatore.

Formalmente si possono definire i Percorsi n* come l'insieme di tutti i per-
corsi formati dalle n*-spline per ogni n € R2 x R**~Y ¢ per qualunque punto

di interpolazione. Vale anche la seguente proprieta.
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Proprieta 2.1. Percorso n* C Percorso n**' per ogni k € N.

Alla luce di quanto affermato, il sistema introdotto in (2.6) puo essere gene-

ralizzato nel modo seguente

dF=2) g

(P(0) = pa
P(l) = PsB
) cos 04
p(0) = m| .
_stA_
) _COSQB_
p(l) = m| .
_stB_
k(0) = Ka
k(1) = kg
d(k_Q)K, (k—2)
m(o) = Ky
d=2) _
S 1) = nﬁf 2
dsF—2)
o
<o), | >
_s1n9A_
o]
<p(). |7 >
_stB_
[cos 04]
<p®(0), | M >
_sm@A_
[cos O]
<p®), | P >
\ _sm@B_

13

n

= M2k-1

= M2k

(2.57a)
(2.57h)

(2.57¢)

(2.57d)

(2.57e)
(2.57f)

(2.57g)

(2.57h)

(2.571)

(2.57])

(2.57K)

(2.571)

dove T=5 () indica la derivata della curvatura rispetto alla lunghezza del-

I'arco s di ordine k& — 2 mentre p)(-) indica la derivata di p rispetto ad u di

ordine k.
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2.4 Esempi di percorsi

Per riuscire ad individuare in che modo i parametri di interpolazione influen-
zano 1’andamento della curva n*-spline appena introdotta si mostrano alcuni
grafici utili per capire il significato fisico dei parametri che definiscono la

curva.

0 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

X [m]

Figura 2.2: Esempio di n*-spline



Capitolo 2.

Le n*-spline

28

Y [m]

Y [m]

40

30

20

10

60

Figura 2.3: Fascio di n*-spline al variare di k4 e kp

50

40t

20

10

60

Figura 2.4: Fascio di n*-spline al variare di f4 e ip
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Y [m]

Y [m]

20

10

60

Figura 2.5: Fascio di n*-spline al variare di k4 e kp

50 -

40t

60

Figura 2.6: Fascio di n*-spline al variare di 04 e 0p
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Nella Figura 2.2 ¢ presentato un esempio di n*-spline ottenuta con i seguenti

parametri di interpolazione:

ca = [0 00 0 0 0]
cg = [50 50 0 0 0 0]

dove il vettore di condizioni di interpolazione & composto da

c=[z1y1 b1 K1 s kl]T

ml} [rad
)

rag) [19g] e valutato nel

rispettivamente espresso in [m], [m], [rad], [2], [
punto iniziale e finale. Un’euristica stabilisce che una buona scelta per i
parametri ) e la distanza geometrica tra il punto iniziale e finale. La distanza

¢ calcolata come norma euclidea degli estremi della curva cioe
|lpa — pgl| = 70.7107 m.
Quindi il vettore n diverra
n = [m )" = [70.7107 70.7107]". (2.58)

In Figura 2.3 ¢ rappresentato un fascio di *-spline al variare del valore del-
la derivata seconda di curvatura rispetto alla lunghezza dell’arco. Si nota
che il parametro i influenza la forma della curva a fonte di limitate varia-
zioni del parametro stesso. Le varie curve sono ottenute da quella centrale
(uguale a quella presentata in Figura 2.2) facendo variare K4 e iKp in un

2. La curve pil esterne, quelle che

intervallo compreso tra £0.005 rad/ms
presentano i vettori di condizioni di interpolazione ¢4 = [00000 4 0.005]"
ecg=[5050000 + 0.005]T, mostrano un comportamento meno dolce, con-
fermato da due tratti di sovraelongazione.

La Figura 2.4 mostra invece il fascio di m*-spline al variare della derivata di
curvatura rispetto alla lunghezza dell’arco. Si nota che la curva viene influen-
zata in modo differente al variare di . Le curve risultanti hanno un anda-
mento piu dolce. Per ottenere i grafici sono stati fatti variare i parametri k4 e

fp in un intervallo compreso tra +0.02 rad/ms ottenendo i grafici pin esterni



Capitolo 2. Le n*-spline 31

con i vettori di condizioni di interpolazione pari a cy = [0000 £0.020]" e
cp =[505000 +0.020]".

Stesso ragionamento e stato applicato per ottenere le Figure 2.5 e 2.6. Si
puo notare che la variazione dell’orientazione 6 provoca un aumento della
curvatura massima dell'n*-spline per compensare all’orientazione non otti-
male iniziale e finale. Il fascio in Figura 2.5 ¢ ottenuto con una variazione

dei parametri k4 e £p in un intervallo [—0.05 rad/m, 0.05 rad/m| mentre in

Figura 2.6 'orientazione nei punti estremi varia tra +0.5 rad.



Capitolo 3

Controllo feedforward su

percorso assegnato

In questo capitolo si tratta della generazione in modo feedforward dei
segnali di controllo per il modello cinematico del veicolo con rimorchio. Il
controllo sara sviluppato per vincolare il veicolo con rimorchio a sequire un

percorso di classe G* generato mediante le n*-spline.

La pianificazione del moto di un veicolo con rimorchio ha ovviamente il fi-
ne della guida automatica. Per questo, gli strumenti matematici utilizzati

devono essere vincolati ad un ambiente verosimile.

3.1 Ambiente di lavoro

La generazione delle n*-spline su cui si muove il veicolo con rimorchio non
puo essere qualunque ma deve seguire delle limitazioni fisiche che possiede il
mezzo reale. Inoltre I’ambiente in cui si muove il veicolo con rimorchio non
e libero ma vi e la presenza di ostacoli sul percorso.

La rappresentazione degli ostacoli ¢ un problema molto complesso vista 1’alta
diversificazione di cio che puo essere considerato ostacolo. Si e deciso di adot-

tare una semplificazione degli ostacoli ai soli poligoni convessi. Questa scelta

32
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e dovuta alla semplicita con cui si riescono ad adottare politiche di Obstacle
Avoidance. Ovviamente gli ostacoli complessi possono essere rappresentati
mediante I'unione di diversi poligoni convessi, riuscendo in questo modo a
coprire la maggior parte dei casi reali.

La funzione di Obstacle Avoidance risulta molto semplificata dall’adozione di
ostacoli come poligoni convessi, per misurare se il veicolo con rimorchio viene
a contatto con un ostacolo e sufficiente eseguire una intersezione tra poligoni.
Se questa intersezione risulta vuota in ogni tratto del percorso pianificato, si
e sicuri che il veicolo percorrera una traiettoria sicura.

In Figura 3.1 e rappresentato lo schema di principio del veicolo con rimorchio

immerso nell’ambiente con ostacoli. Mentre in Figura 3.2 ¢ rappresentato uno

yo /\
G
\/ B3

>
X, X0 X

Figura 3.1: Ambiente con la rappresentazione matematica degli ostacoli

scenario utilizzato in simulazione: gli ostacoli sono rappresentati come ret-
tangoli di colore rosso mentre il veicolo con rimorchio e rappresentato dai
rettangoli verdi (veicolo) e gialli (rimorchio) infine la traiettoria pianificata
¢ rappresentata dalla curva di colore blu: una segna il percorso seguito dal

veicolo e I'altra quella del rimorchio.
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Percorso

100

80

60

40+

Y [m]

100 120

Figura 3.2: Ambiente di lavoro per la simulazione

3.2 Modello cinematico

Come gia anticipato nella Sezione 1.3, il modello cinematico del veicolo con

rimorchio risulta essere (si faccia riferimento alla Figura 1.2)

( .
To = v cos b

Yo = v sinfy

) 0y = 1‘cané (3.1)
do
. v
01 = — Sln (00 — 91)
( dy

Gli ingressi del sistema, quindi i controlli, sono rappresentati da v(t) e 6(t)
rispettivamente velocita del punto posteriore e angolo di sterzatura del vei-

colo trainante.
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Per riuscire a descrivere la traiettoria percorsa dal veicolo € necessario intro-

durre il concetto di stato esteso.

3.3 Stato esteso

Lo stato del sistema (3.1) dal punto di vista matematico & rappresentato

dalle variabili

x = [zo(t) yo(t) Go(t) 61(1)]" .
Per convenienza nella trattazione si introduce il cosiddetto stato esteso ossia
lo stato del sistema con 1’aggiunta degli ingressi e delle derivate degli stessi.

In particolare, per il caso in esame, lo stato esteso del sistema (3.1) sara

rappresentato dal vettore

x = [20(t) wo(t) Bolt) 6:(1) v(t) B(t) 6(1) 5<t>}T (3.2)

Il problema della pianificazione risulta quindi essere un problema di genera-

zione di un percorso di classe G* che interpola due stati estesi arbitrari
. 1T
A= [SCOA Yoa Boa 014 va VA Oa 5A] (3.3)
. 1T
B = [9503 YoB bop 015 vB UB 0B 53} : (3.4)

Da questi dati e possibile risolvere il problema di pianificazione mediante
n*-spline perche si riescono ad ottenere i valori di curvatura e derivata di
curvatura iniziali e finali richiesti per ottenere la parametrizzazione delle
spline che interpolano i due stati estesi A e B partendo dal punto medio del-

I’asse ruota posteriore. Le relazioni geometriche sono espresse nelle seguenti

formule.
1
Ria = d_ tan (9014 - 91A) (35)
1
1
R1B — d_ tan (903 — 913) (36)
1

1 %tan@l — dil sin (Bpa — 014)

- d_l cos? (Bpa — 014)

(3.7)

R14
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1 %tan(SB — L sin (6o — 01B)

. _ dy
s = d1 0083 (903 — 913)

(3.8)

Per definire in modo completo il problema, si necessita di definire anche tutti
i rimanenti parametri di interpolazione che sono necessari per definire una
n*-spline, si rimanda alla sezione successiva per completare la determinazione

dei parametri di interpolazione.

3.4 Determinazione dei parametri di interpo-

lazione

Lo stato esteso associato al veicolo con rimorchio nei punti di interpolazio-
ne prevede la creazione di un percorso di classe G* partendo dagli stati del
modello cinematico presentato in (3.1). Come si ¢ visto nel Capitolo 2, lo
strumento utilizzato per la creazione di questo percorso (n-spline) utilizza
condizioni iniziali e finali che dipendono dai parametri p(u), 6(u), x(u), £(u)
e #(u) e non dallo stato esteso del modello. E quindi necessario procedere,
prima della generazione del percorso, con il calcolo delle condizioni agli estre-
mi delle n*-spline.

La determinazione di tali parametri e dipendente dalla direzione di marcia del
veicolo, bisogna quindi porre attenzione alla marcia del veicolo stesso. Inol-
tre lo stato esteso coinvolge la posizione e 'orientazione del punto (zo, o)
che sono riferiti al veicolo trainante mentre la pianificazione del percorso av-
viene sul punto mediano dell’asse ruota del rimorchio (z1,y;). Per riuscire a
garantire la continuita dei controlli, ¢ necessario eseguire una trasformazione
dei parametri dello stato esteso per ottenere i valori iniziali e finali necessari
alla m*-spline.

La marcia del veicolo e indispensabile per la definizione di curvatura iniziale
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e finale del tratto perche e definita nel seguente modo:

1 . )
se marcia = “avanti”

m (3.9)
se marcia = “indietro”.

Ry,
1
Rmin

3.4.1 Marcia avanti

Se il veicolo con rimorchio percorre il percorso in avanti, si possono deter-
minare le condizioni di interpolazione per il punto mediano dell’asse ruota

posteriore mediante le seguenti equazioni:

T14 = Toa — dq cosBiy (3.10)
Y1a =Toa — dq sinbia (3.11)
T1B = Tog — dy cosbip (3.12)
Y1 = Zop — d1 sinbp. (3.13)

E possibile anche determinare le condizioni iniziali e finali di curvatura

1

R1a = d_ tan (eoA — 61,4) (314)
1
1

R1p = d_ tan (903 — 913>. (315)
1

Per quanto riguarda le condizioni iniziali e finali di derivata e derivata seconda
di curvatura rispetto alla lunghezza dell’arco s, non esiste una dipendenza
dalla direzione di marcia del veicolo. Le equazioni sono gia state riportate

nelle equazioni (3.7) e (3.8).
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3.4.2 Marcia indietro

Se invece la marcia del veicolo & all'indietro le equazioni precedenti (3.10) -

(3.15) si modificano nel seguente modo:

T14 = Toa + dy cosbig (3.16)
Y1a =Zoa + di sinbia (3.17)
T1g = Xop + d; cosbOip (3.18)
1B = Top + di sinbp (3.19)
Kig = — dil tan (Gpa — 014) (3.20)
Kig = — dil tan (fop — 615). (3.21)

3.5 Vincoli

Dal punto di vista matematico, il modello cinematico del veicolo con rimor-
chio non presenta vincoli sul dominio delle variabili di stato. Questo pero e
ovviamente irrealistico perche il mezzo meccanico ha dei vincoli fisici che non
traspaiono dalle equazioni cinematiche. In aggiunta, dato che gli ingressi del
sistema sono la velocita lineare v(t) e 'angolo di sterzatura §(t) della motri-
ce, si vuole ottenere un controllo continuo per avere un movimento fluido del
veicolo.

A tale scopo sono stati introdotti vincoli di massimo valore di sterzatura d,,..
del veicolo trainante, massimo valore di curvatura (Kq.), derivata (Fma.) €
derivata seconda di curvatura rispetto alla lunghezza dall’arco (Kpaz)-

Per il veicolo motrice si e determinato il massimo valore di curvatura come
'inverso del minimo raggio di curvatura (R,,;,) di un veicolo prototipo preso

ad esempio. La formula e quindi
1
K =
max Rmzn

Per determinare il vincolo di massima sterzatura della motrice si utilizza la

(3.22)

formula

Omaz = arctan (Koyqaz do)- (3.23)
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Il massimo valore di derivata di curvatura lungo la lunghezza dell’arco si
determina mediante I'esplicita differenziazione della relazione (3.23) rispetto

al tempo. L’espressione risulta

(.smaz 1
'ma:c = 3.24
a dy 082 0z ( )

dove 0,4, si calcola in modo empirico, dato che rappresenta la “velocitd” di
sterzatura del volante della motrice, grandezza difficilmente misurabile.

Anche il vincolo sulla derivata seconda di curvatura del veicolo motrice deve
essere calcolato in modo empirico a causa dell’impossibilita di misurazione
diretta della grandezza fisica che rappresenta: ’accelerazione angolare.

Per quanto riguarda i vincoli presenti sul rimorchio € impossibile determinare
il raggio di curvatura minimo perche dipende dal tipo di motrice. Per evitare
di introdurre vincoli non realistici si € scelto di determinare il massimo angolo
esistente tra la motrice e il rimorchio (denominandolo d;). Vale ovviamente

la relazione

51 - 60 - 91.
Per evitare la condizione di slittamento delle ruote posteriori, si introduce il
vincolo
7
’é‘lmax’ < § (325)

che e gia apparso nella definizione del Problema 2.1 e deve essere rispettato
per mantenere valida la teoria sviluppata nel Capitolo 2. Il vincolo puo
essere definito lasciando una tolleranza per evitare di addossarsi troppo alla
condizione limite dove non e garantita la validita della Proposizione 1.2. Ora
si ¢ in grado di definire il vincolo di curvatura massima del percorso seguito

dal rimorchio

1
Kimaz = — tan 01maz (3.26)
dy
e di conseguenza anche il vincolo di derivata di curvatura sul rimorchio
5 max 1
Foimas = — (3.27)

dy €082 01 max
Anche per il rimorchio si calcolano in modo empirico 01,4, € il vincolo di

derivata seconda di curvatura del rimorchio.



Capitolo 3. Controllo feedforward su percorso assegnato 40

3.6 Algoritmo di inversione dinamica di per-

COrso

Il controllo feedforward del veicolo con rimorchio (v(t) e 6(t)) che segue un
percorso assegnato I' puo essere ottenuto mediante una procedura di inver-
sione dinamica di percorso.

Bisogna fare attenzione che le funzioni v(t) e 6(¢), soluzione del problema di
controllo, sono associate al veicolo motrice, quindi la procedura di inversione
dinamica di percorso deve determinare il percorso I'y riferito al veicolo trai-
nante che ¢ geometricamente dipendente dal percorso assegnato I'.

La conoscenza di I'y e la sua lunghezza totale sy permette di applicare la il
metodo della decomposizione velocita-percorso, si veda 'articolo [1] in Bi-
bliografia. Con questo metodo la generazione del profilo di velocita v(t) e
indipendente dalla generazione del segnale di controllo di sterzatura del vei-
colo 0(t).

Il segnale di sterzatura puo essere determinato sfruttando le proprieta geo-
metriche del modello cinematico (3.1) relative ai percorsi I' e T'y.

Seguendo la traccia esposta in [3], Ialgoritmo di inversione dinamica di

percorso puo essere descritto dai seguenti tre passi:

Passo 1) Determinare il percorso Ty del veicolo trainante.
Considerando l'usuale parametrizzazione del percorso I' come quella
utilizzata per le p*-spline si puod dare la definizione di versore tangente

alla curva I' come )
p(u
T(u) = T
B (w)]]
la parametrizzazione della curva I'y puo essere ottenuta nel modo se-

guente

Po(u) = pi(u) +di 71 (u)

o +d 2 e, (3.28)

D1 (w)]l”
La Figura 3.3 evidenzia il legame geometrico presente tra i percorsi I'

(§ Fo.
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Y

%

—>X

Figura 3.3: Costruzione geometrica del percorso I'y

Passo 2) Determinare il controllo di velocitd vy (t).

Si puo scegliere un qualsiasi segnale di classe C! grazie alla validita
della decomposizione velocita-percorso. La scelta ottimale di questo
segnale e in funzione dell’obiettivo che si vuole perseguire nel moto del
veicolo con rimorchio e puo essere scelta per esempio per perseguire il
tempo minimo rispettando determinati vincoli oppure puo essere scelto
un profilo smooth per evitare di sollecitare eccessivamente gli attuatori
elettromeccanici ecc.

La velocita e riferita all’asse ruota del rimorchio. Il modello cinemati-
co prevede pero la determinazione del controllo v(t), ossia la velocita
lineare dell’asse ruota posteriore del veicolo trainante, si veda il Passo

3 per la determinazione matematica.

Passo 3) Determinare la funzione di sterzatura ottimale §(t).

La determinazione della funzione di sterzatura 6(t) si ottiene dalla
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soluzione del seguente sistema di equazioni:

'/Utv1<§)d5=/0u||p1<f>||ds

o) = ape P D) (3.29)
Golt) = O1t) = axe T2 T ™ Ty w)]

d(t) = arctan (do k(u)).

\

Ora manca la determinazione del valore di v(¢). Dopo aver definito al
Passo 2 la velocita vy (t), il controllo cercato puo essere definito come

segue
U1 (t)
cos(0y(t) — 01(t))

Il Passo 3 dell’algoritmo permette di determinare i controlli richiesti. I con-

v(t) = (3.30)

trolli risultano essere di classe C'' perché sono ottenuti come soluzione del
Problema 2.1.

Per mostrare il risultato ottenuto si e scelto di eseguire il controllo feedfor-
ward su un percorso che rappresenta un cambio di corsia.

In Figura 3.4 ¢ mostrato il percorso del veicolo con rimorchio. Defini-
to lo stato esteso come nella relazione (3.2), il veicolo percorre una tra-
iettoria dallo stato esteso iniziale A = [0000000 O]T allo stato esteso
B=1[050000000".

La Figura 3.5 mostra invece il valore della variabile di controllo §(s) in fun-
zione dell’ascissa curvilinea. Come si puo notare la curva ottenuta e di classe
C"' e presenta un andamento smooth.

Dato che la pianificazione della velocita risulta indipendente dalla piani-
ficazione della sterzatura, si puo scegliere un qualsiasi controllo di classe
C! per v(t) in modo da ottenere un v(t) di classe C' dalla risoluzione
dell’equazione (3.30).
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Percorso
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30+

Y [m]

20+

-10 0 10 20 30 40 50
X[m]

Figura 3.4: Cambio di corsia del veicolo con rimorchio

Sterzatura veicolo trainante
0.5

Delta(s) [rad]

_0.3 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

S - Ascissa curvilinea [m]

Figura 3.5: Controllo d(s) in funzione dell’ascissa curvilinea



Capitolo 4
Ottimizzazione dei parametri

In questo capitolo si tratta dell’ottimizzazione dei parametr: liberi della
n-spline e della minimizzazione del massimo della curvatura e della derivata
di curvatura della traiettoria compiuta dal rimorchio. St illustra anche ’algo-

ritmo necessario per l'implementazione di una funzione di obstacle avoidance.

Dopo aver generato il percorso del rimorchio che interpola due stati este-
si qualsiasi A e B mediante 1'utilizzo delle n*-spline & sorto il problema di
generare un percorso specifico che minimizzasse 1’escursione massima dei con-
trolli. Questo e stato pensato nell’ottica di evitare di ottenere dei controlli
con comportamenti bruschi e elevato dispendio energetico.

In un contesto di iterative steering, € necessario generare una collezione di
percorsi consecutivi tali che, nei vari punti di contatto, si mantengano le
proprieta di continuita geometrica del quarto ordine necessarie per ottenere
dei controlli di classe C* per il veicolo con rimorchio. Oltretutto, in uno sce-
nario realistico, suddividere il percorso desiderato in vari percorsi intermedi
garantisce anche un comportamento piu reattivo del veicolo in relazione al-
I’aggiramento di ostacoli presenti nell’ambiente.

Nasce l'esigenza di introdurre, nel pianificatore del moto del veicolo, una
funzione di ottimizzazione di alcuni parametri liberi del sistema. Si e scelto

di ottimizzare i punti di interpolazione della derivata seconda di curvatura

44
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della n*-spline in modo da congiungere i gli stati estesi iniziale e finale con
percorsi smooth. Si & anche cercato di minimizzare il massimo valore di cur-
vatura e derivata di curvatura che assume il percorso del rimorchio nei vari
tratti pianificati. Infine si sono ottimizzate anche le informazioni relative ai
punti intermedi del percorso: p; = (%1, Y1), 61, Ki, Ki, K; per permet-
tere di generare dei segnali di controllo sulla traiettoria complessiva senza

discontinuita.

4.1 Problema di minimizzazione

Per definire il problema formale, seguendo la traccia esposta in [4], occorre

esporre le seguenti definizioni.

Definizione 4.1. Le coordinate che definiscono la posizione del veicolo (con-
siderate come il punto mediano dell’asse posteriore), l'orientazione del veicolo
rispetto al piano cartesiano {X,Y}, Uorientazione del rimorchio rispetto al
piano cartesiano {X,Y'} e l'angolo di sterzatura delle ruote posteriori del

veicolo 6 compongono il vettore delle configurazioni in questo modo:

q1 Zo
a2 Yo
a=|qg |=]|6 | €< (4.1)
Q4 0,
L Q5 . L 6 .

dove
Q = R? x [0, 27[*x [~ 8ar, +0ns]

e lo spazio delle configurazioni e dy; € il valore massimo di sterzatura per-

messo dal veicolo.

In uno scenario di movimentazione del veicolo con rimorchio si puo definire
I’area di occupazione del veicolo con rimorchio, indicata con A, come l'in-

sieme di due rettangoli, uno per il veicolo ed uno per il rimorchio, che si
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muovono nel piano cartesiano {X,Y}. Il corpo del veicolo con rimorchio A
occupa una porzione di R? che dipende dal vettore di configurazione q, cioe
A(q) C R%

Definendo la curva i-esima, rappresentante il percorso del punto mediano

dell’asse ruota del rimorchio, nel seguente modo

Pi(u, M) = [Poi(u) pya(u) "
dove la dipendenza dai parametri 717, € stata omessa per non appesantire

la notazione e la curva I'y;, rappresentante il percorso del punto mediano

dell’asse ruota posteriore del veicolo trainante nel seguente modo

Poi(u, M) = [ pow,i(w) poy,i(u) )
e utilizzando la stessa nomenclatura utilizzata nella trattazione dell’algoritmo
di Inversione dinamica di percorso, si veda la Sezione 3.6 a riguardo, si puo
definire 'insieme delle aree di occupazione del veicolo con rimorchio lungo la

collezione di percorsi definiti da 1*-spline nel modo seguente.

Definizione 4.2. Con § si indica l'insieme delle aree di occupazione del

veicolo con rimorchio lungo l'intera sequenza di N spline, ed é definito dalla

formula
N
S=s = susu---uSy
i=1
dove
Si = {peR2 . p € Aq), [Ch] = [pom(U) = [px’i(u) +dy e,
q2 pOy,i(U) py,i(“)

g3 = arg (Pos,i(u) + jpoy,i(w)) ,
qq = arg (pm,z(u) +jpyﬂ(u)) U € [07 1]} :
Ora si definisce I’area di occupazione degli ostacoli nel seguente modo.

Definizione 4.3. Con O si indica l'unione delle aree di occupazione dei k

ostacoli, rappresentati come poligoni convessi, definito come

k
O = UBi = B UByU---UB.
=1
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Si puo quindi definire il problema di minimizzazione nel seguente modo.

Problema 4.1. Data una collezione di percorsi di classe G*, T'; con i =
1,..., N, che interpolano gli stati estesi Z (iniziale) e F (finale) e un in-
steme di condizioni di interpolazione c; per i punti intermedi M; con j =
1,..., (N —1), determinare il vettore di variabili x che minimizza la funzio-
ne obiettivo f(x).

1l problema di minimo puo essere descritto nel modo sequente.

Hg)rcl f(x) con lb<x<ub (4.2)
tale che
f(X) = Alﬁmax(x> + )\2"%'ma:p (X) + >\35t0t<x)7 (4 3)
Emaz(X) < K, (4.4)
Fmaz(X) < R, (4.5)
Rmaz(X) < Rpyoo€ (4.6)
Sx)NO0 =o. (4.7)

Definendo il vettore delle condizioni di interpolazione come
- . s S
c; = [zuj ynmj Onj Knrj fng Barg]

il vettore delle variabili del problema e composto da

. 1 1 7 i N—-1 N-1 T
X = /@Iﬁpclcchng)né)ng)né)ni )775 )]

coni=1,...,(N—1)ej=1,...,N.
1 vettori 1b e ub rappresentano i vincoli di ricerca del minimo rispettivamen-

te inferiori (“lower bound”) e superiori (“upper bound”).

Nel Paragrafo 4.1.1 ¢ illustrato il significato della funzione f(x) mentre nella

Sezione 4.4 e esposto il significato del vettore delle variabili x.
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4.1.1 Funzione di ottimizzazione

Per risolvere il Problema 4.1 si ¢ reso necessario 'utilizzo di un multi-ottimizzatore
indispensabile quando il vettore delle variabili del problema (x) ha dimen-
sione maggiore di 1.

La funzione obiettivo f e stata impostata come sommatoria dei contributi

da minimizzare:
f = )\Olimax (X) + Al"‘imax(x> + )\23tot (X) (48)

Nell’equazione (4.8) sono presenti diversi contributi alla funzione obiettivo
del problema di minimo. Di seguito, in dettaglio, € esposto il significato dei

termini:

e N numero di n*-spline connesse con continuitd geometrica del quarto

ordine (G*);

e )\ con j=0,1,2 pesi dei contributi. Deve valere che Z?:o A= 1;

® Kmar(X) = max;— y Ii%)ax(x) ¢ il massimo valore che assume la cur-

vatura della n*-spline del rimorchio negli N tratti;

® fimar(X) = max;—1 N /%%)ax(x) ¢ il massimo valore che assume la deri-

vata di curvatura della n*-spline del rimorchio negli N tratti;

o Sii(x) = ZZ]L s (x) con s (x) che rappresenta la lunghezza dell’s-

€S1MOo PErcorso.

Nei prossimi paragrafi verra illustrata la metodologia di calcolo dei parametri

che compongono la funzione obiettivo.

4.2 QObstacle Avoidance

Come gia anticipato in Sezione 3.1 I'ambiente di lavoro del sistema ¢ compo-
sto da una serie di ostacoli che vincolano le possibilita di cammino del veicolo

con rimorchio. Gli ostacoli che possono presentarsi in un ambiente realistico
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sono di forme complesse. Ovviamente non si puo pensare di catalogare tutta
la complessita degli ostacoli, bisogna, sia per ragioni di calcolo computazio-
nale sia per ragioni pratiche, trovare dei modelli semplificati ma nello stesso
tempo generali per riuscire a risolvere il problema in modo efficiente.

Si e quindi pensato all’utilizzo di poligoni convessi per la rappresentazione
matematica degli ostacoli. Questi strumenti consentono di svolgere la fun-
zione di obstacle avoidance in modo molto efficiente.

Bisogna tenere conto della possibilita che il percorso in corso di pianificazione
porti il veicolo con rimorchio a contatto con uno degli ostacoli presenti nel-
I’ambiente. Si e scelto di introdurre nella funzione obiettivo del Problema 4.1
alcune funzioni di penalita per discriminare le soluzioni che presentano com-
portamenti del veicolo non adeguati.

La penalita di collisione introdotta nel calcolo della funzione da ottimizzare
viene determinata mediante il calcolo delle aree di collisione tra il modello
del veicolo con rimorchio e gli ostacoli.

Per fare cio si € dovuto modellare il veicolo con rimorchio mediante due boun-
ding box, uno per la motrice e I’altro per il rimorchio, in modo da racchiuderne
la fattezza. Per semplicita il veicolo e il rimorchio sono stati modellati me-
diante due rettangoli, come gia mostrato in Figura 3.2.

La funzione di obstacle avoidance, quindi, determina la quantita di area di
collisione tra il modello del veicolo con rimorchio e gli ostacoli presenti nel-
I’ambiente di lavoro. Se I'area di collisione risulta maggiore di 0 allora viene
associata una penalita molto alta al percorso in modo da permettere all’otti-
mizzatore di scartare la soluzione. La situazione e descritta nella Figura 4.1
dove il modello utilizzato per il veicolo con rimorchio transita sopra l'osta-
colo. Questa situazione anomala si verifica quando le condizioni imposte di
interpolazione sono inverosimili per le dimensioni del veicolo o per i vincoli
imposti sullo stesso.

La formulazione matematica di questa funzione risulta essere:

‘ Coarea  se area >0
penalita = (4.9)
0 altrimenti
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Percorso

Y [m]

-15 -10 -5 0 5 10 15
X[m]

Figura 4.1: Collisione con un ostacolo

dove Cj e il coefficiente angolare della semiretta uscente dall’origine ed assu-
me un valore grande per approssimare questa funzione alla funzione discon-
tinua in 0 (comportamento ideale). Per comprendere meglio come ¢ stata
implementata la funzione di obstacle avoidance, il Paragrafo 4.2.1 ne illustra,
ad alto livello, I'implementazione.

Se il percorso che si cerca di pianificare e realistico per i vincoli e le dimen-
sioni del veicolo con rimorchio, allora ’ottimizzatore cerchera di trovare una
soluzione tale da non superare i vincoli prescritti e non collidere con neanche
un ostacolo lungo tutto il percorso. Dato che 'ottimizzatore deve minimiz-
zare anche la lunghezza del cammino percorso, la situazione piu frequente
sara che il percorso ottimizzato permettera al veicolo di non collidere con gli
ostacoli ma tale percorso rasentera gli ostacoli. La soluzione ¢ corretta nel-
I'ottica della minimizzazione della lunghezza totale del percorso ma, all’atto
pratico, pianificare un percorso adiacente agli ostacoli potrebbe portare ad

una collisione in fase di attuazione dei comandi al veicolo. Un esempio di
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tale situazione e riportato in Figura 4.2. Per questa problematica si potreb-

Percorso

Y [m]

1 1 1 1 1 1 1

X [m]
Figura 4.2: Risultato della pianificazione integrando I'obstacle avoidance

be utilizzare un bounding box per gli ostacoli e per il veicolo che tenga conto
anche degli errori introdotti dal sistema reale e non modellati in simulazione.
La funzione di penalita legata alla presenza di collisioni ha un andamento
simile alle funzioni di penalita per i vincoli di curvatura e derivata di curva-
tura ed e proporzionale all’area di collisione calcolata mediante 1’algoritmo

di obstacle avoidance. I’andamento & esposto in Sezione 4.3.

4.2.1 Algoritmo

Per implementare la funzione di obstacle avoidance bisogna estrarre dai per-
corsi del veicolo e del rimorchio I'insieme dei punti che li compongono. Aven-
do la rappresentazione geometrica dell’insieme degli ostacoli, ottenuta da
composizione di poligoni convessi, 1’algoritmo possiede tutte le informazioni
necessarie per procedere al calcolo dell’area di collisione. Lo pseudo-codice

della funzione ¢ esposto nell’Algoritmo 4.1. Per ogni punto (z;, y;) del percor-
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Algoritmo 4.1 Calcolo dell’area di collisione massima tra il veicolo con
rimorchio e gli ostacoli
Input: (x;,y;) € I, (xoi,y0i) € Lo, by € B

Output: area
area <— 0
for all i : (z;,v;) € I" and (zo;, yoi) € I'g do
bb, (1) < coord(xo;, Yoi)
bb, (i) < coord(x;, y;)
for all £ : b, € Bdo
area, < intersez(bb, (i), by)
area, < intersez(bb, (i), by)
area; <— area; + area, + area,
end for
if area < area; then
area <— area;
end if

end for

so del rimorchio e per ogni punto (z¢;, yo;) del percorso del veicolo vengono
calcolate le coordinate del veicolo con rimorchio dalla funzione coord. Avendo
le coordinate che rappresentano, lungo il percorso, i bounding box del veicolo
e del rimorchio, si possono calcolare le intersezioni dei bounding box con gli
ostacoli presenti nell’ambiente. Questa operazione, svolta dalla funzione in-
tersez nello pseudo-codice, risulta un’operazione molto semplice sfruttando
la convessita degli oggetti coinvolti. L’intersezione produce un valore positi-
vo se il veicolo ¢ in collisione con un ostacolo altrimenti assume il valore 0;
nell’algoritmo tali valori sono indicati dalle variabili area, e area,. A questo
punto si tiene traccia solo del massimo dell’area di collisione tra veicolo e
ostacoli in ogni punto dei due percorsi. Ovviamente, come gia illustrato in
precedenza, un percorso avente un’area di collisione con gli ostacoli maggiore

di 0 sara penalizzato nella scelta del valore ottimo da parte dell’ottimizzato-
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re.

Questo algoritmo ha, pero, una complessita non polinomiale perche al cre-
scere del numero di ostacoli presenti nella scena e del numero di punti che
rappresentano il percorso, la quantita di operazioni richieste per portarlo a
termine aumenta in modo esponenziale. Per migliorarne I'efficienza si e scelto
di discretizzare le curve che rappresentano il percorso in un numero limitato
di punti. La scelta fatta non inficia la validita del metodo a patto di utiliz-
zare un passo di discretizzazione sufficientemente fine.

Alla luce dell’algoritmo presentato la condizione insiemistica presente nell’e-
quazione (4.7) ¢ equivalente ad un’equazione algebrica calcolando 'area di
collisione massima (mazimal collision area - mca).

mca = max Imca;
i=1,.,.N

dove

mea; = max { (A(@)NO) : [q] _ [PIM

+ dl ej Q4’
uel0.1] 92 Py.i(u

g3 = arg (pO:r,z(u) + jPOy,i (u)) ,qq4 = arg (p:v,z<u> + jpy,i (U))} .

Con questa definizione, la condizione espressa in equazione 4.7 € equivalente
alla condizione algebrica
mca(x) =0 (4.10)

ed il Problema 4.1 diventa un problema di minimizzazione vincolata con

funzioni di penalita puramente algebriche di disuguaglianza e di uguaglianza.

4.3 Funzioni di penalita

Nella funzione obiettivo del problema di minimo (si veda I'equazione (4.8))
non sono presenti le funzioni di penalita causate dalla violazione dei vincoli
non cinematici.

Dal punto di vista teorico, una funzione di penalita dovrebbe incrementare

il valore della funzione obiettivo di un valore molto grande dovuto proprio
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al fatto che se il percorso generato incappa in una penalita, tale soluzione
dovrebbe essere immediatamente scartata dall’ottimizzatore. All’atto prati-
co, molti ottimizzatori non lineari e multivariati non risolvono problemi di
minimo con funzione obiettivo discontinua.

Per ovviare al problema si sono implementate le funzioni di penalita come
delle rette con pendenza molto elevata in corrispondenza del superamento
del vincolo.

In Figura 4.3 e riportato un esempio di funzione di penalita per il caso della
curvatura, le funzioni di penalita per gli altri parametri hanno profili analo-

ghi. Al superamento del vincolo, indicato con K,,,, in Figura 4.3, il contribu-

max:

Figura 4.3: Funzione di penalita per la curvatura del percorso del rimorchio

to alla funzione obiettivo cresce in modo lineare con pendenza elevata (con
m > 1). Siriesce in questo modo ad avere l'effetto desiderato sulla funzione
obiettivo, ossia un incremento netto della stessa alla minima variazione della
curvatura e, allo stesso tempo, non essendo una funzione a gradino, 'otti-
mizzatore si comporta in modo adeguato scartando la soluzione che presenta

un superamento dei vincoli.
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Le funzioni di penalita sono inserite nella funzione di costo del problema di
minimo in modo lineare. La funzione obiettivo presentata in equazione (4.8)

risultera modificata nel seguente modo:
f = MoBmaz(X) + M Fmaz(X) + AaSior(X) + penalita. (4.11)

Nella variabile penalita contribuiscono tutte le funzioni descritte in prece-
denza ossia le penalita riguardanti il superamento del vincolo di curvatura
massima, di derivata di curvatura massima e di collisione con ostacoli.

La funzione descritta nell’equazione (4.11) € continua ma non ¢ differenziabi-
le, nonostante cio ’algoritmo di ottimizzazione riesce a determinare il minimo

del problema.

4.4 Parametri liberi

Dalla definizione del problema di minimo presentato nel Problema 4.1 rimane
da chiarire il significato del vettore x. Questo vettore rappresenta i gradi di
liberta dell’ottimizzatore e quindi ne definisce i parametri liberi o le variabili
di decisione del problema. L’ottimizzatore puo scegliere il minimo della fun-
zione f nel dominio definito dalla condizione espressa nelle disequazioni (4.2)
cioe
Ib < x < ub.

Il Problema 4.1 risulta cosi essere definito come problema di minimo con fun-
zione obiettivo multivariabile, non lineare e vincolata.

I parametri presenti nel vettore x sono quindi le uniche variabili su cui I'ot-
timizzatore puo spaziare per determinare il minimo della funzione. La scelta
dei parametri e stata fatta per riuscire a determinare punti di interpolazione
intermedi tra il punto di partenza e ’arrivo indicati rispettivamente dallo

stato esteso
AT
1= [-%01 Yor Bor O vr U1 01 51}

4T
F = |:xOF Yor bor O1p vp Up OF (5F] .
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I punti di interpolazione intermedi sono necessari per vincolare il veicolo con
rimorchio a seguire una determinata direzione di marcia. Senza di essi, aven-
do introdotto nella funzione di costo il peso riguardante la lunghezza del
percorso, il veicolo con rimorchio tenderebbe sempre a percorrere il cammino
piu breve che, in alcuni casi, non ¢ la soluzione cercata. I vari punti intermedi
sono indicati con lo stato esteso M; con i = 1,..., (N — 1) se i percorsi da
ottimizzare sono N.

Dato che l'obiettivo del Problema 4.1 ¢ di minimizzare la curvatura e la
derivata di curvatura massima del cammino percorso dal rimorchio, defini-
re i punti di interpolazione intermedi come costanti produrrebbe un effetto
negativo sul punto ottimo trovato dall’ottimizzatore. Si & dunque scelto di
introdurre nel vettore delle variabili (x) del problema di minimo l'insieme dei
parametri che definiscono i punti intermedi.

Oltre a questi parametri si e scelto di ottimizzare anche iy e K ossia la deri-
vata seconda di curvatura del punto iniziale e finale del percorso. In aggiunta
si ottimizzano anche i valori dei parametri 7; ed 7, nei vari tratti.

In sintesi 'ottimizzatore sceglie il punto ottimo avendo un vettore di variabili

cosi formato:

e i, kr che identificano la derivata seconda di curvatura iniziale e finale;

® C; = [l‘Mj Ynrj QMJ‘ R /%JMj KMJ ] con j = 1,. N (N — 1) che identi-
ficano i parametri di interpolazione dei punti intermedi necessari per

generare una serie di percorsi di classe G* da congiungere;

° n%i) e néi) coni=1,...,N che identificano i valori delle variabili n negli

N percorsi di classe G*.

I parametri dei punti di interpolazione intermedia sono ovviamente riferiti
al punto posteriore del rimorchio perche la determinazione delle n*-spline
avviene pianificando la traiettoria nel punto intermedio dell’asse ruota del
rimorchio, indicato in Figura 1.2 con le coordinate p; = (z1,y1).

Come gia introdotto in precedenza, il problema e vincolato da upper bound

e lower bound sulle variabili. Questi vincoli lineari e definiscono un dominio
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chiuso e limitato per ogni variabile. 1 vincoli sulle curvature, derivate e
derivate seconde di curvatura sono stati definiti nella Sezione 3.5 secondo i
vincoli fisici e cinematici del veicolo con rimorchio considerato. Per quanto
riguarda le posizioni dei punti intermedi p; = (x;,y;) si & scelto un intorno
rettangolare del punto desiderato di interpolazione. Anche per le orientazioni
del rimorchio nei punti di interpolazione intermedi 6; si e scelto un intorno
conico dell’orientazione desiderata per quel punto intermedio. I parametri
ny) ed ng) sono scelti in un intorno rettangolare della distanza cartesiana tra
gli estremi del percorso da pianificare.

Tutti gli algoritmi di minimizzazione necessitano di un’inizializzazione delle
variabili, per questo sono stati scelti valori iniziali conformi ad i vincoli box
presenti sulle variabili.

Essendo il problema di ottimizzazione non lineare, non si € neanche certi che
la soluzione trovata sia 'ottimo globale del problema. Infatti gli algoritmi
che risolvono i problemi di ottimizzazione non lineare possono trovare minimi
locali e non globali della funzione di costo. Per limitare questo problema,
la scelta del vettore x( di inizializzazione deve essere oculata e gia in un
intorno della soluzione ottima. Questo non vincola in alcun modo la scelta
dei punti intermedi perche l'inizializzazione dei parametri ¢ fatta nel punto
mediano dell’intorno descritto dai vincoli box su ogni variabile del problema.
A seconda della situazione presente nell’ambiente, 'intorno delle variabili
puo essere variato per vincolare 'ottimizzatore a trovare una soluzione non

distante dal punto iniziale desiderato.



Capitolo 5
Controllo del sistema

In questo capitolo si tratta della metodologia scelta per il controllo del

sistema sfruttando il risultato della “flat-ness”.

Qualsiasi sistema fisico modellato sotto forma di equazioni cinematiche pre-
senta dei comportamenti, in casi straordinari, che non rientrano nel modello
utilizzato. Oltretutto, i sensori utilizzati per determinare lo stato corrente
del sistema hanno inevitabilmente qualche problema di caratterizzazione os-
sia le misure ottenute da essi non sono esattamente corrette ma sono corrette
con una tolleranza che puo variare a seconda della qualita del sensore stesso.
In questo contesto la sola pianificazione non ¢ in grado di risolvere la sfida del-
la guida automatica. E pertanto necessario introdurre una strategia di con-
trollo per corregge eventuali comportamenti del sistema fisico che risultano

diversi dall’evoluzione pianificata.

5.1 I sistemi “flat”

La legge di controllo applicata al modello cinematico del veicolo con rimorchio
sfrutta la proprieta che possiede il punto p; = (z1,y1) di essere un flat output

per il sistema.

o8
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Definizione 5.1. Un sistema dinamico con m ingressi ¢ definito formal-
mente “differentially flat” o, per brevita, flat se e solo se esiste un flat

outpul
y = (y17"'7ym)

tale che il sistema e lineare sul campo differenziale generato dal vettore y.

Questa definizione puo essere interpretata per il caso di un sistema in forma

esplicita come quello del veicolo con rimorchio.

Definizione 5.2. [l sistema in forma esplicita & = f(x,u) con m ingressi é
flat se e solo se esiste un flat output y di dimensione m, due interir e s, una
mappa 1 : X x (R™)*T1 — R™ di rango m in un opportuno insieme aperto e
(¢0, 1) : ROMF2T 5 R x R™ di rango n+m in un opportuno insieme aperto
tali che

V=Y, Ym) = ¢(x,u,u,...,u(5))

implica che

l':gpo(y’y"“’y(r))’ u:gol(y’y"“’y(ﬂrl))’

I’equazione differenziale
dipo

di = f(%ﬁoa 901)

¢ identicamente soddisfatta.

In modo informale si puo asserire che un sistema e definito flat se si possono
definire sia lo stato del sistema sia gli ingressi in funzione del flat output e
di un numero finito di derivate dello stesso.

Una proposizione molto pratica, la cui dimostrazione & esposta in [5] riguarda

la dimensione del flat output.

Proposizione 5.1. Dato un sistema flat, il numero di componenti del flat

output € uguale al numero di ingressi indipendenti del sistema.

Secondo la Proposizione 5.1 il sistema in esame del veicolo con rimorchio avra

un flat output composto da due componenti visto che il modello del sistema
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ha due ingressi indipendenti d e v. Le due componenti del flat output sono
p1 = (z1,y1) ossia le coordinate cartesiane del centro dell’asse posteriore del

rimorchio.

5.1.1 Trasformazione del modello cinematico

Inizialmente si dimostra che il punto p; = (x1, ;) € flat. La dimostrazione e
valida nel caso generale del veicolo con n rimorchi, per semplicita notazionale
si riporta la dimostrazione del caso con un singolo rimorchio. La dimostra-
zione formale del caso generale si puo trovare in [5].
Si vuole dimostrare che il punto py = (g, yo) del veicolo trainante e 6, angolo
di orientazione dello stesso sono esprimibili con un numero finito di derivate
del flat output ossia con una funzione

flzy, &y, ... ,:cgi), Y1, U1, - - ,ygi)).
E sufficiente mostrare che 6, sia esprimibile come funzione del flat output e
di un numero finito di sue derivate per dire che anche ’angolo di sterzatura
0 ha la stessa proprieta.
Partendo dal modello cinematico del veicolo con rimorchio si esegue una
ridefinizione delle variabili chiamando u il modulo della velocita del veicolo

e ¢ 'angolo di sterzatura delle ruote del veicolo trainante

( .
To = u cosfy

Yo = u sin b

90 = Etangp (5.1)
do
91 = ﬂ sin (60 — 91)
\ d1

Si introduce il sistema in forma implicita puo essere scritto come segue

T sinfy — 1o cosfy =0
. (5.2)
d1 01 — (ZL‘Q COS 90 + y() sin (90) sin (00 - 91) = 0.
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Si puo definire il modulo della velocita del punto posteriore del rimorchio
mediante

U1 = U COos (60 — 01)

e da semplici relazioni geometriche si puo definire

1 = uq cos by, U1 = uq sin 6,
e .
tanf, = &
I
oppure ' .
T
sinf, = Ll e cosb = —11
(@1 +9i)? (21 +97)>

Ora, ricordando che

ro = 1 + dy cos b,

Yo = Y1 + dysinf;

Yo
tanfy = =—
Lo
si vede immediatamente che x( e yo sono espressi in funzione di 1, y; e delle

loro derivate del primo ordine, cioe

xro = 1 + dj cos (arctan 2) (5.3)
Iy
: %

Yo = Y1 + dy sin <arctan —) (5_4)
xy

Per quanto riguarda 6, si puo mostrare che puo essere espresso in funzione
del flat output e le sue derivate fino al secondo ordine. Eseguendo i calcoli

espliciti risulta che

i1 (@8 + 59" — g [dn (@11 = s‘ély'l)]) (5.5)
. ) ) 3/2 . .. . ‘
g1 (@1 4+ 91)"" + @ [da (213 — Zagn)]

0y = arctan (

Questo conclude la dimostrazione. Il punto p; = (z1,y;) ¢ flat.

Dall’analisi delle equazioni (5.3), (5.4) e (5.5) si ottiene che il numero intero
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r che compare nella Definizione 5.2 per il caso del veicolo con rimorchio
e pari ad 1. Partendo da questo presupposto e necessario effettuare una
trasformazione del modello del sistema per permettere di sfruttare la teoria
introdotta. Per riuscire ad esprimere lo stato e gli ingressi del sistema in
funzione del flat output e necessario derivare fino al secondo ordine v; per
ottenere i controlli desiderati. Bisogna quindi compensare la necessita della
derivazione con l'inserimento di due nuovi stati nel sistema.

Indicando con vy il modulo della velocita dell’asse posteriore del rimorchio,

si puo scrivere la relazione che la lega all’ingresso del sistema v.
V1 = v COS (90 — Ql)

Si devono introdurre anche due nuovi stati nel sistema per riuscire ad espri-
merlo secondo il metodo della “flat-ness” introdotto precedentemente. Il

modello trasformato risultera quindi
( . 0

= 0
0= os (6o — 61) o8
o= ——1 sind
Yo = o (0o — 6) 0
. 1 U1
p = ———tand
0= o cos (6 — 1) " (5.6)
91 = ﬂtan (00 — 91)

dy
2.11 = 29
\ Zg = Uy

Nel modello (5.6) sono presenti due nuovi stati v e zo. Questi stati ausiliari
sono necessari per ottenere il controllo come soluzione di un sistema lineare,
in particolare v; coincide con la velocita del punto mediano dell’asse ruota
del rimorchio e z9 coincide con 7.

Il sistema presenta quindi un vettore di stato di sei componenti rappresenta-
bile da

. 1T
x = [0 yo 0o 01 v1 V1]
mentre gli ingressi al sistema e quindi i controlli sono

u = [u1 UQ]T = [Ul 5]T
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5.2 Introduzione del rumore

Dal punto di vista della simulazione gli errori presenti nel sistema reale devo-
no essere modellati per correggere la carenza espressiva del semplice modello
cinematico. Gli errori sono modellati mediante I'aggiunta del rumore.

Il termine rumore ingloba tutto quello che non ¢ modellizzato, si sovrappone
al segnale utile di pianificazione ed € necessario per avere una simulazione
piu verosimile del problema da risolvere.

Il rumore & spesso rappresentato da numeri casuali vista ’aleatorieta della
sua provenienza e viene descritto in termini probabilistici. Per descrivere
il rumore si utilizza spesso la teoria dei processi stocastici in particolare si
considera la classe dei processi stocastici stazionari, tempo invarianti ed er-
gotici cioe tutte le proprieta d’insieme del processo sono estraibili da una
singola osservazione. La teoria dei processi stocastici € anche molto efficace
nella rappresentazione in concreto del rumore perche e sufficiente descrivere
la distribuzione di probabilita della singola osservazione per caratterizzare
completamente 1’evoluzione temporale dell’intero processo.

Nel caso di studio del modello cinematico del veicolo con rimorchio, si deve
definire in termini probabilistici il concetto di rumore e comprendere quali
parti del modello matematico sono coinvolte.

Si e scelto come distribuzione di probabilita del processo, una distribuzione
normale con media nulla perche ¢ il modo piu naturale con cui il rumore si
presenta in un sistema reale. Il rumore interviene sullo stato del modello
cinematico e, per semplicita di trattazione, ¢ stato considerato come rumo-
re additivo gaussiano. La formulazione matematica della distribuzione di

probabilita si puo rappresentare con la seguente formula

1 _(w—w)?
e 202

fx(ﬂi) =

2mo

dove p rappresenta la media e o2 la varianza del processo.
Nel Paragrafo 5.2.1 verra introdotto il rumore nel modello cinematico del

veicolo con rimorchio.
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5.2.1 Modello cinematico con aggiunta del rumore

II modello cinematico del veicolo con rimorchio introdotto in (5.6) viene

modificato nel seguente modo con l'introduzione del rumore:

¢ . U1
= — 0
) 005(90—91) cosbg + €1
. U1 in 6, +
= ——— sin €
Y= os (6o — 61) 0
. 1 U1
0p = ————tand
0= Gy cos (B — fy) O T (5.7)
91 = ﬂtan(ﬁo—el)—i—&;
dy
V1 =22 +¢5
\ 22 = U + €6

Come si puo notare dal sistema (5.7) il rumore ¢ stato aggiunto in modo
affine per la natura additiva del rumore stesso. Questa ipotesi puo essere
assunta senza perdita di generalita perche non sono presenti vincoli stringen-
ti sull’entita del rumore presente in un sistema reale. Una modellizzazione
migliore potrebbe essere fatta ad hoc su di un problema specifico.

Le variabili €;(¢) con ¢ = 1,...,6 sono campioni estratti dal processo stoca-
stico rappresentato da sei funzioni di probabilita gaussiane a media nulla e
varianza dipendente dal tipo di variabile di stato che si sta considerando. In
particolare si e scelta una varianza maggiore per le variabili che definiscono
la posizione del veicolo mentre una varianza minore per le variabili che de-
finiscono delle posizioni angolari. La scelta si basa su una deduzione logica
della meccanica di un veicolo con rimorchio: risulta piu plausibile una mag-
giore incertezza sulla posizione rispetto ad un’incertezza sull’orientazione del

veicolo.

5.3 Determinazione della legge di controllo

Dal sistema mostrato in equazione (5.6) si puo utilizzare una legge di controllo

lineare che impone la stabilita asintotica del sistema retroazionato. Questo
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e possibile farlo grazie alla trasformazione del sistema introdotta sfruttando
il concetto di “flat-ness”. 1l sistema non lineare che regola il veicolo con
rimorchio viene trattato come un sistema lineare ed il controllo applicato
sara lo stesso tipo di controllo che si puo applicare ad un sistema lineare.

Ora si ¢ in grado di stabilire la legge di controllo che puo essere rappresentata

sinteticamente dalla forma

definendo
.. T — Iy . Iy — I . &y — I Ty — I
‘- <y1 - '?.7'1>’ - (?)1 _§1>7 ‘- (?)1 —?71)’ ‘- (y1 —§1>'

Dal percorso I' pianificato mediante n*-spline si ottengono per ogni istante

di tempo i valori di (Z1,%1), (Z1,%1), (Z1,91) e (Z1, 7). 1l simbolo sopras-

segnato indica appunto che tali variabili sono il riferimento che la legge di

controllo deve seguire.

Mentre i valori (z1,v1), (Z1,91), (Z1,%1) e (¥'1, Y1) ad ogni istante di tempo

sono ottenuti dalla valutazione del sistema reale. In simulazione sono deri-

vate dal modello (5.7) mediante le seguenti relazioni geometriche.

Dalla legge di controllo riportata in (5.8) si puo ricavare il sistema
e (59)
Yir=¢ey+ Y.

Il sistema mostrato in (5.9) racchiude le leggi di controllo desiderate, la riso-

luzione del sistema rispetto alle variabili ¥; e d permette di trovare le leggi

matematiche del controllo. Risultera un controllo non lineare data la natura

non lineare del sistema ma il calcolo delle leggi risulta una banale risoluzione

di un sistema di due equazioni in due variabili, dove le variabili compaiono

in modo lineare nel sistema.

Per risolvere il sistema in equazione (5.9) si devono ricavare le seguenti

informazioni dal modello cinematico.

T1 = x9 — dy cosb
(5.10)
Y1 = Yo — dy sint,
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T1 = v, costy (5.11)

91 = U1 sin (91

21 =1 costh — vy 91 sin 6,
. (5.12)
U1 = U1 sin#y 4+ vy 6y cosb,

Le relazioni espresse in equazioni (5.10) - (5.12) sono immediatamente de-
terminate sfruttando le informazioni presenti ad ogni istante di tempo nello
stato del modello cinematico con aggiunta di rumore

ZL‘I = ’Ul COS 91 -2 ’(.Jl 91 sin 91 — U1 él sin 01 — U1 0% COS 01

. . ) (5.13)
Y1 =1, sinfy +20; 6, cosfy + vy 0, cosf; —v; 9% sin 6,

Nella relazione espressa nell’equazione (5.13) manca ancora la definizione di
01, la sua determinazione avviene tramite derivazione esplicita rispetto al

tempo dell’equazione presente nel modello cinematico (5.6) ossia

91 = — ?']1 tan (60 — 91) + v (90 — 91) . (514)

1
d; cos? (6y — 64)
Ora sostituendo le equazioni (5.10) - (5.14) nel sistema di equazioni (5.9) si

ottengono le espressioni in forma chiusa per i controlli cercati.

3 3

. Ul Ul e e . -

U = — — + 21 cost + sin 0y + K3 1 costh+
! d? cos? (6y—6,) & ! LT ! i !

+ Kg Zjl sin91 -+ KQ i’l 60891 + K2 Zjl sin91 -+ Kl T COS@l—F

+ K1 ﬂl siné’l — K1 Zo COSgl — K1 Yo Sin01+
+K1 dl—Kg Ul—K3 @1 (515)

d dod 36— 0
) = arctan (d—o sin (6 — 01) + 0 d1 COS 3( o —01)

1 vy

(-i’l sin 91+

9, costh — K37 sinfy + K3 4j; cos — Ky 71 sinf; + K ij; cosf—
_Kl T sin91 + Kl 371 C0891 + Kl o sin91 — K1 Yo COSel) —

_do sin (60 — 91) COS2 (90 — 01)
’U% d1

(K3 dy vy +31')1)>. (5.16)
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Dall’equazione (5.16) si nota che il controllo v;(t) non puo essere nullo
per evitare la singolarita della funzione. L’equazione (5.15) non presenta
alcuna singolarita in quanto la funzione a denominatore non puo essere mai
nulla per definizione del problema di interpolazione polinomiale di classe G*
(Problema 2.1).

Ora manca la determinazione dei coefficienti K; con ¢ = 1,2, 3.

5.3.1 Progettazione del controllore

Nelle espressioni in forma chiusa dei controlli mostrate in (5.15) e (5.16)
rimane da determinare il valore dei coefficienti K; con ¢ = 1,2,3. Data
la legge di controllo lineare (5.8) ¢ sufficiente progettare un regolatore tale
che il sistema retroazionato sia asintoticamente globalmente stabile. Data
la lineatita della legge di controllo ¢ sufficiente progettare i parametri K;
in modo da ottenere i poli del sistema retroazionato a parte reale negativa
sfruttando la teoria dei sistemi lineari.

Si passa quindi alla trasformata di Laplace della legge di controllo trovando
S+ K38+ Kys+ Ky =0. (5.17)

A questo punto si determinano i valori di Kj; tali per cui il sistema retroazio-
nato e stabile imponendo che il sistema controllato desiderato abbia tutti i
poli a parte reale negativa. Si ¢ scelto come sistema controllato desiderato il

sistema con funzione di trasferimento pari a
(s+5)(s+4)(s+3)=0. (5.18)

Il risultato del sistema di condizioni lineari determina in modo univoco il

valore dei coefficienti del controllo:
K, =60 (5.19)
Ky =47 (5.20)
Ky =12. (5.21)



Capitolo 6
Simulazione

In questo capitolo si mostrano i risultati di varie simulazioni del veicolo
con rimorchio in ambiente con ostacoli. Si da una descrizione preliminare

dell’ambiente e successivamente si riportano i risultaty della simulazione

Data I'impossibilita di disporre di un veicolo con rimorchio reale, le prove
di correttezza della teoria mostrata nei capitoli precedenti sono state svi-
luppate mediante una simulazione del veicolo con rimorchio in un ambiente
virtuale con 'ausilio dii MATLAB® versione 2009b .

Per illustrare i risultati ottenuti dalla simulazione ¢ necessario dare una

preliminare descrizione dell’ambiente e del veicolo simulato.

6.1 Descrizione dell’ambiente

L’ambiente di simulazione € composto da ostacoli rappresentati da combina-
zioni di rettangoli per semplicita di rappresentazione. Il veicolo con rimorchio
¢ vincolato a muoversi sulla collezione di percorsi di classe G* calcolati me-
diante le n*-spline. 1l veicolo con rimorchio & rappresentato da due rettangoli
che ne racchiudono le fattezze.

Per simulare una situazione verosimile si ¢ dovuto dimensionare il sistema.

Maggiori informazioni sul prodotto: http://www.mathworks.com/products/matlab/

68
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Nei paragrafi seguenti sono illustrate le scelte fatte per dimensionare il veico-
lo con rimorchio e quindi i relativi vincoli massimi sulla curvatura e derivata

di curvatura di ogni tratto del percorso.

6.1.1 Dimensioni veicolo con rimorchio

Per il modello del veicolo con rimorchio, si sono scelte le dimensioni massime
per un rimorchio a singolo asse ammissibili dal codice della strada italiano.
Per quanto riguarda la motrice si & cercato sono prese le dimensioni di un mo-
dello reale. In Tabella 6.1 sono riportate le dimensioni scelte per le variabili

interessanti del modello cinematico.

Entita Lunghezza [m]
Lunghezza totale motrice 5.15
Larghezza totale motrice 2.5
Sbalzo posteriore motrice 0.8
Distanza interasse motrice (d;) 3.5
Lunghezza totale rimorchio 13.2
Larghezza totale rimorchio 2.5
Sbalzo posteriore rimorchio 1.2
Distanza asse-ralla rimorchio (dy) 11.5

Tabella 6.1: Caratteristiche tecniche del veicolo con rimorchio simulato.

6.1.2 Vincoli

Dopo aver definito le dimensioni del veicolo con rimorchio, si possono definire
i vincoli massimi che il veicolo con rimorchio deve rispettare nei vari percorsi
di classe G*. Seguendo la trattazione teorica dei vincoli espressa in Sezio-
ne 3.5 si riescono a definire tutti i vincoli necessari per esprimere il problema

di ottimizzazione presentato in Sezione 4.1.
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Dai dati reali che descrivono la motrice si deduce che il raggio minimo di
sterzata e
quindi il vincolo che esprime la massima curvatura del veicolo risulta essere

= 0.087 "%,
m

A questo punto si € in grado di definire il vincolo di sterzatura massima del

veicolo trainante. Dalla formula (3.23) risulta
Omaz = 0,2954 rad.

Per quanto riguarda la velocita della sterzatura si e scelto in modo euristico

di limitarla a 30° ogni 15 cm. Per questo si ottiene

. rad

Omaz = 3.4907 —.
s

Ora si puo definire il vincolo di derivata massima di curvatura.

o — 13208 "%,
ms

Per quanto riguarda il vincolo di massima derivata seconda di curvatura si e

rad
ms?”

scelto in modo euristico di limitarla a 0.1

I vincoli presenti sul percorso che percorre il rimorchio sono i seguenti:

Vincolo || Valore [u.d.m)]

maz 1.4835 [rad]
Kimas 0.99 [£4]

Otmaz 1.1636 [~2]
Fitmaz 0.1043 [£24]

k/lmaz 01 [:;zg]

Tabella 6.2: Vincoli riguardanti il percorso del rimorchio.
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6.2 Scenario Labirinto

Lo scenario denominato Labirinto rappresenta un insieme di ostacoli (in Fi-
gura 6.1) disposti in modo da obbligare il veicolo con rimorchio a percorrere
un’inversione di marcia in uno spazio ristretto in confronto alle sue dimen-
sioni. L’obiettivo di questo scenario & connettere con tre tratti di n*-spline

lo stato esteso iniziale A con lo stato esteso finale B, dove

A = [20 10 «/2 00 00 0]
B = [50 —30 —x/2 0 0 0 0 0].

I due punti intermedi sono scelti nell’intorno delle condizioni di interpolazione

¢, = [40 80 00 0 0]
c; = [85 50 —x/2 0 0 0]

Dopo aver eseguito la funzione ottimizzatore, i parametri che minimizzano il

Problema 4.1 risultano avere i seguenti valori.

N N 1 1 2 2 3 3
I o N B s B s A e %

0.0015 | 0.0011 | 83.910 | 83.921 | 54.086 | 54.088 | 76.924 | 76.923

T Ymi O K1 K1 KM

40.022 | 79.977 | 0.3755 | —0.0352 | 8.53 x 107* | 9.96 x 10~*

T2 Ynm2 Onra Yp) K2 K2

84.951 | 50.001 | —1.5447 | —0.0293 | —=7.78 x 107* | —3.19 x 1074

Si nota come l'ottimizzatore modifica i parametri delle condizioni di inter-
polazione intermedie con l'obiettivo di diminuire la curvatura e derivata di
curvatura massima di tutti i tratti e anche cercando di percorrere il cammino
piu breve senza violare alcun vincolo.

In Figura 6.2 e 6.3 sono riportati i grafici relativi alla curvatura e deriva-
ta di curvatura del percorso del rimorchio e del veicolo rispetto all’ascissa

curvilinea. Si nota come tutte le grandezze rispettano i rispettivi vincoli e
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Percorso

100

80

401

Y [m]

1 1

100 120

X [m]

Figura 6.1: Labirinto - Percorso del veicolo con rimorchio

3 Rimorchio - Derivata della curvatura

Rimorchio — Curvatura x10”

Krad/m]
o
dK [rad / (ms)]

-0.011

-0.02 1

-0.03

_0.04 L L L , L L L L ,
100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
S[m] S[m]

(a) Curvatura (b) Derivata di curvatura
Figura 6.2: Labirinto - r(s) e i(s) del percorso del rimorchio

mantengano il grado di continuita necessario per permettere un controllo &

di classe C' come mostrato in Figura 6.4.

Il controllo € espresso in funzione dell’ascissa curvilinea perche si puo pia-
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Veicolo - Curvatura Veicolo - Derivata della curvatura

0.5}

Krad/m]
S
dK [rad / (ms)]

-0.01F

-0.02

-0.03

-0.04

_0.05 L L L L , 05 L L L L ,
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

S{ml S[m]

(a) Curvatura (b) Derivata di curvatura

Figura 6.3: Labirinto - r(s) e i(s) del percorso del veicolo trainante

Veicolo - Sterzatura

1

0.2

0.15

0.1

0.05

Delta [rad]
o

-0.05

-0.1

50 100 150 200 250
S [m]

Figura 6.4: Labirinto - Controllo 6(s)

nificare la velocita con un segnale di classe C! qualsiasi senza modificare il
segnale ¢ grazie alla decomposizione velocita-percorso (si veda a riguardo [1]

in Bibliografia).
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6.3 Scenario Parcheggio parallelo

Un problema molto sentito nella pianificazione del moto di veicoli automatici
¢ sicuramente la ricerca dell’insieme di manovre necessarie per effettuare un
parcheggio. In particolare, questa in questa sezione si mostra una possibile
soluzione al problema del parcheggio parallelo. La casistica di situazioni e
molto varia, si riporta un esempio di parcheggio effettuato in due manovre

con prima manovra in avanti e seconda all’indietro.

6.3.1 Una manovra - indietro/avanti

Percorso

60

401

20+

Y [m]

L
o
T

-60 -40 -20 0 20 40
X [m]

Figura 6.5: Parcheggio parallelo BF' - Percorso del veicolo con rimorchio

[’ambiente presente in questo scenario mostra gli ostacoli disposti in modo
da formare una possibile area di parcheggio per il veicolo con rimorchio. Il
veicolo compie un primo tratto in retromarcia per posizionarsi all’interno

dell’area designata ed un successivo tratto in avanti per correggere la sua
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Rimorchio - Curvatura x107° Rimorchio - Derivata della curvatura

0.02

Krad/m]
S
dK [rad / (ms)]
)

A
-0.01F

-0.02

_0.03 . . . . . . . "
S[m] S[m]

(a) Curvatura (b) Derivata di curvatura

Figura 6.6: Parcheggio parallelo BF - k(s) e £(s) del percorso del rimorchio

Veicolo - Curvatura Veicolo - Derivata della curvatura
0.06 - 151

0.02
051

K{[rad/m]
o
dK [rad / (ms)]

-0.02

-0.04

_0.06 . . . . . . . 1 .
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
S[m] S [m]

(a) Curvatura (b) Derivata di curvatura

Figura 6.7: Parcheggio parallelo BF - k(s) e £(s) del percorso del veicolo

trainante

posizione.

L’obiettivo di questo scenario ¢ quindi permettere il parcheggio del veicolo
con rimorchio congiungendo con continuita geometrica del quarto ordine due
tratti di n*-spline partendo dallo stato iniziale A e terminando nello stato
finale B con velocita nulla. In particolare, gli stati estesi sono rappresentati

da
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Veicolo - Sterzatura

0.2

0.15

0.1

0.05

Delta [rad]

-0.05

_0.1 5 1 1 1 1 1 1 J
0 10 20 30 40 50 60 70

S - Ascissa curvilinea

Figura 6.8: Parcheggio parallelo BF - Controllo d(s)

A = [-225 50 «/2 0 0 0 0 0]
B = [-12 20 #/2 0 0 0 0 0]

Anche in questo scenario 'ottimizzatore interviene per decidere le condizioni
di interpolazione del punto M;.

Nella Figura 6.5 ¢ rappresentato il percorso che deve seguire il veicolo con
rimorchio, e indicato con la lettera F' un tratto di curva percorsa in marcia
avanti (forward) mentre la lettera B indica un tratto di curva percorsa in
marcia indietro (backward).

Per quanto riguarda le Figure 6.6 e 6.7 bisogna sottolineare che, a differenza
dello scenario Labirinto, le funzioni di curvatura (Figure 6.6a e 6.7a) risul-
tano discontinue nel punto di inversione di marcia. Questo ¢ corretto per la
definizione di curvatura che, come gia evidenziato nel Capitolo 3, dipende
dalla direzione di marcia del veicolo. Tenuto conto dell’inversione di marcia

che avviene nel punto di interpolazione M; il grafico presente in Figura 6.8
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mostra 'andamento del controllo di sterzatura del veicolo. Si nota che e
presente un cambiamento repentino di sterzatura nel punto di inversione di
marcia, il che implica un movimento dello sterzo a veicolo fermo. Tale com-
portamento e giustificato dal fatto che nel punto di inversione di marcia la
velocita del veicolo ¢ nulla e quindi non vale la Proposizione 2.1 e non si ha
alcuna garanzia sul comportamento dei segnali di controllo in questo pun-
to. II controllo § non risulta essere di classe C'!, provoca un movimento dello

sterzo a veicolo fermo il che € un comportamento usuale in fase di parcheggio.

6.4 Scenario Parcheggio Perpendicolare

L’altra possibile modalita di parcheggio, il parcheggio perpendicolare, obbliga
il veicolo a cambiare la sua orientazione iniziale per riuscire a completare la
manovra. Nella simulazione dell’ambiente e stata modificata la disposizione
e la dimensione degli ostacoli per adattarli al caso in esame. Sono proposte
due soluzioni al problema con numero di manovre differenti. Nel primo caso
¢ stata impiegata una sola manovra mentre nel secondo caso ne sono state

impiegate due.

6.4.1 Una manovra - avanti/indietro

Anche in questo caso, il veicolo parte da uno stato iniziale a riposo e, mediante
il passaggio in un punto intermedio M, raggiunge lo stato esteso finale a
riposo.

La Figura 6.9 mostra che il veicolo interpola i due stati estesi

A = [-30 =30 w/2 0 0 0 0 0]
B = [-10 65 -7 0 0 0 0 0]
Anche per questo caso, essendo presente un cambio di marcia, le funzioni di

curvatura e derivata di curvatura risultano essere discontinue nel punto di

interpolazione (si vedano le Figure 6.10a e 6.11a).
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Percorso

Y [m]

90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0
X [m]

Figura 6.9: Parcheggio perp. FB - Percorso del veicolo con rimorchio

Rimorchio - Curvatura x107° Rimorchio - Derivata della curvatura

Krad/m]
dK [rad / (ms)]

-0.005

-0.011

. . . . ,
100 120 140 160 180
S[m]

. . . . . . . . ) . . .
20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80
S{ml

-0.015
0

(a) Curvatura (b) Derivata di curvatura

Figura 6.10: Parcheggio perp. FB - k(s) e (s) del percorso del rimorchio

La Figura 6.12 mostra ’andamento del segnale di controllo §(s): come eviden-

ziato nel Paragrafo 6.3.1 il cambio di marcia produce una sterzata repentina

del veicolo nel punto di manovra quindi a veicolo fermo.
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Veicolo - Curvatura Veicolo - Derivata della curvatura

£ z
,;j 0.01 §
X ol %
-0.01F
-0.02
-0.03 L L L L L L L L ! -0.6 L L L L L L L L !
0 20 40 60 80 s [m]1 00 120 140 160 180 0 20 40 60 80 R [m]T 00 120 140 160 180
(a) Curvatura (b) Derivata di curvatura
Figura 6.11: Parcheggio perp. FB - k(s) e k(s) del percorso del veicolo
trainante

Delta [rad]

Veicolo - Sterzatura
0151

0.1

0.05

I
©
o
o

-0.15

_02 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

S - Ascissa curvilinea

Figura 6.12: Parcheggio perp. FB - Controllo §(s)
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6.4.2 Due manovre - avanti/indietro/avanti

Anche per questa tipologia di parcheggio si evidenziano nei grafici le stesse
particolarita salienti dei due casi precendenti.

In generale, le funzioni di curvatura, derivata di curvatura e (s) rispettano i
vincoli determinati nel Paragrafo 6.1.2. La necessita di utilizzare due mano-
vre risiede nello stato iniziale in cui si trova il veicolo con rimorchio. Essendo
la sua posizione iniziale in prossimita dell’ostacolo, non si riesce, senza viola-
re i vincoli e senza collidere con gli ostacoli, ad eseguire la manovra descritta
in Figura 6.9 ossia con una sola manovra. Sono quindi necessarie due mano-
vre con due cambi di marcia. Questo provoca, nella funzione di curvatura,
due discontinuita che provocano nella funzione di controllo é(s) due cambi
repentini di angolo di sterzatura negli istanti di cambio di marcia (si veda la
Figura 6.16 a riguardo).

Il percorso del veicolo con rimorchio interpola i due stati estesi
A = [-20 —-20 #/2 0 0 0 O O]T
B:[—6.50000000]T
mentre i vettori di condizioni iniziali di interpolazione per il percorso del
rimorchio sono stati scelti nel seguente modo
¢ = [-25 25 w/12 0 0 0)F
coc = [—100 —6.5 T 0 0 O]T.
Dopo aver eseguito la funzione di ottimizzazione, i parametri che minimizzano

il Problema 4.1 risultano avere i seguenti valori.

N N 1 1 2 2 3 3
Kka kB 77§ ) 775 : 77% ) 775 ) 77§ ) Ué )

0.0025 | —3.72 x 107 | 56.735 | 56.718 | 81.349 | 81.350 | 88.499 | 88.499

Tp Ym1 O K1 KM K

—24.911 | 25.010 | 1.0472 | —0.0316 | —0.0017 | —0.0010

T2 Ynr2 Onra K2 K M2 K2

—99.910 | —6.501 | 3.1276 | —0.0081 | —0.0023 | 5.58 x 1074
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Si nota una modifica dei parametri di interpolazione che definiscono le n*-spline

per garantire che i vincoli sul percorso complessivo vengano rispettati.

Percorso

Y [m]

-100 -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 O
X[m]

Figura 6.13: Parcheggio perp. FBF - Percorso del veicolo con rimorchio

Rimorchio — Curvatura x107° Rimorchio — Derivata della curvatura

.

K{rad /m]
o
dK [rad / (ms)]

-0.01F

-0.02

-0.03

~0.04 . . . . . . . . . .
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Smj S[m]

(a) Curvatura (b) Derivata di curvatura

Figura 6.14: Parcheggio perp. FBF - k(s) e £(s) del percorso del rimorchio
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Krad/m]

-0.02

-0.04

-0.06

Veicolo - Curvatura

[~ 8]

Veicolo - Derivata della curvatura

Figura 6.15: Parcheggio perp.

. . . .
50 100 150 200
S{ml

(a) Curvatura

trainante

Delta [rad]

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

, . . . . ,
250 0 50 100 150 200 250
S[m]

(b) Derivata di curvatura

FBF - k(s) e k(s) del percorso del veicolo

Veicolo - Sterzatura

50

1 1 1 J
100 150 200 250
S - Ascissa curvilinea

Figura 6.16: Parcheggio perp. FBF - Controllo §(s)
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6.5 Simulazione del controllo

Per verificare il corretto funzionamento del controllo del sistema, si € simulato
un sistema reale mediante la funzione ode45 di MATLAB che permette
di discretizzare le funzioni differenziali descritte nel sistema (5.7) simulando
anche il rumore di processo. Si e scelto di pianificare un percorso di Inversione
ad U in modo da valutare il comportamento dei segnali di controllo a fonte
del rumore introdotto nel sistema.

In Figura 6.17 & presentato il percorso pianificato interpolando gli stati estesi

A = [=15 =30 0 0 15 0 0 0]
B = [-5 40 x 0 15 0 0 0]

con un tratto di n*-spline. La funzione di Obstacle avoidance interviene per
evitare la coppia di ostacoli rappresentati dai due rettangoli rossi in Figu-
ra 6.17. Si ottiene cosl un percorso che rispetta i vincoli posti sulla curvatura
massima e derivata di curvatura massima del tragitto percorso dal rimor-

chio. In Figura 6.18 ¢ evidenziato il percorso nominale con due linee blu,

Percorso

40t

20

Y [m]

-30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
X [m]

Figura 6.17: Inversione - Percorso del veicolo con rimorchio
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Percorso ideale e controllato

40}

30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
X [m]

Figura 6.18: Inversione - Percorso nominale e perturbato

Percorso ideale e controllato
42+

38
> 36
34

32

38 40

Figura 6.19: Inversione - Ingrandimento di una parte del percorso

una per il veicolo e 'altra per il rimorchio, mentre il percorso ottenuto con
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il sistema controllato e evidenziato dalla coppia di linee rosse. Si nota che
I'introduzione del rumore sul sistema e la relativa scelta del controllo, provo-
cano una variazione limitata della posizione ideale del veicolo con rimorchio.
Si ¢ scelto, per semplicita implementativa, di utilizzare come distribuzione
di probabilita del processo stocastico associato al rumore, una distribuzio-
ne uniforme su di un intervallo chiuso dipendente dal tipo di variabile del
sistema. Per visualizzare meglio la variazione sul percorso introdotta dalla
simulazione del modello con 'aggiunta di rumore, in Figura 6.19 ¢ mostrato
un ingrandimento di un tratto del percorso dove si puo notare che la diffe-
renza di percorso e confinata in poche decine di centimetri a fronte di un
rumore che puo modificare la posizione del veicolo in un intervallo chiuso
[—0.8 m, 0.8 m]. La scelta dellintensita del rumore ¢ dovuta al problema
di dover inglobare in questo processo tutti le tipologie di errori presenti nel
sistema: dagli errori di modellazione, agli errori dovuti ai sensori che devono
fornire al controllo lo stato del sistema ad ogni istante di tempo.

In Figura 6.20 ¢ mostrato il segnale di controllo §(t) ottenuto scegliendo co-
me velocita vy(t) il segnale costante pari a 15 m/s che equivalgono a circa
55 km/h. 1l grafico & ottenuto considerando 1’andamento dell’angolo di ster-
zatura in gradi per una piu facile comprensione. Si puo notare che il grafico
rappresentante ’andamento del segnale perturbato (d,(¢)) risulta molto di-
sturbato dal rumore. Il motivo e legato all’alto valore che assume il rumore
lungo il percorso che costringe al controllore del sistema di correggere molto
frequentemente il segnale di controllo §. Si nota anche che il segnale per-
turbato, rappresentato dal segnale d,(t), evolve in un intorno del rispettivo
controllo nominale, rappresentato dal segnale d,,(t), in questo modo riesce a
compensare gli errori di posizione che il sistema subisce a causa del rumore.
Infine in Figura 6.21 sono rappresentati il controllo v(t) perturbato e il re-
lativo controllo nominale. Dall’algoritmo di inversione dinamica di percorso
descritto nella Sezione 3.6, per ottenere il segnale di controllo v(t), ottenuto
in modo indipendente dal controllo §(t), si deve generare un profilo qualun-

que di classe C* della velocita vy (¢). Successivamente si ottiene v(t) mediante
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la formula 0
) = o — 0D

Il segnale vy(t) scelto per questa simulazione & il segnale costante pari a

(6.1)

8(t) [grad] ideale e controllato

5,0
540

3 [grad]

Figura 6.20: Inversione - 6(t) nominale e perturbato

15m/s. A seconda della posizione dinamica del veicolo si ottiene il segnale
di controllo di velocita della motrice evidenziato in Figura 6.21. Anche in
questo caso, il segnale perturbato risulta molto sensibile al rumore.

Osservando I’'andamento della segnale di velocita v, (t), si nota che la velocita
lineare del veicolo cresce all’aumentare della curvatura del percorso del rimor-
chio. Questo fatto e causato dalla scelta di tenere un profilo costante per la
velocita lineare del rimorchio v(t), infatti, quando la curvatura del percorso
del rimorchio cresce, il veicolo trainante deve percorrere piu spazio del ri-
morchio. Per mantenere la velocita del rimorchio costante si deve aumentare
la velocita del veicolo che, nel caso specifico, si porta ad un valore massimo

di 18 m/s che equivalgono a circa 65 km/h. Ovviamente, in uno scenario
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v ideale e controllato

145 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0

Figura 6.21: Inversione - v(t) nominale e perturbato

reale, una pianificazione della velocita del rimorchio come segnale costante
non sarebbe una scelta efficace. In questo lavoro di tesi si e cercato di trovare
una soluzione generale al problema di pianificazione e controllo del moto di
veicoli con rimorchio, non certo di trovare una strategia ottimale per ottene-
re un controllo rispondente a problemi specifici. Si deve pero specificare che
la scelta di un profilo di velocita particolare, che risponde a problematiche
specifiche, non preclude la validita della teoria e degli strumenti sviluppati

in questo lavoro.



Conclusioni

Il lavoro di tesi ha presentato una nuova primitiva di curva per la generazione
di un percorso di classe G* per la movimentazione di veicoli con rimorchio.
Questa primitiva e stata dedotta dando soluzione completa al problema di
interpolazione polinomiale di classe G* ossia interpolando due punti qualsiasi
del piano cartesiano considerando anche i vettori tangenti alla curva, le cur-
vature, le derivate di curvatura e le derivate seconde di curvatura nei punti
estremi. Per generare un controllo di classe C! per il veicolo con rimorchio
si e risolto il problema di inversione dinamica di percorso. Il problema, per
essere ben posto, necessita la pianificazione di percorsi, per il punto medio
dell’asse ruota del rimorchio, con continuita geometrica del quarto ordine.
La primitiva n*-spline permette di ottenere, nei punti di interpolazione, la
continuita geometrica richiesta dal problema di inversione dinamica di per-
COrSO0.

La soluzione proposta, facilmente implementabile su elaboratore, prevede
I’assegnazione arbitraria dello stato iniziale e finale del veicolo permettendo
di movimentare in modo “liscio” il veicolo con rimorchio inserendo dei punti
di interpolazione intermedi necessari per garantirne il funzionamento corret-
to in scenari realistici.

La funzione di ottimizzazione implementata permette di generare un percor-
so che rispetta i vincoli fisici del veicolo con rimorchio.

L’implementazione del sistema di controllo mediante la teoria dei sistema
“flat” permette di ottenere dei segnali di controllo facilmente attuabili su

un sistema reale. Grazie alla decomposizione velocita-percorso e possibile

88
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pianificare il controllo di sterzatura §(¢) e di velocita lineare v(¢) in modo
indipendente. Si riescono a risolvere una vasta gamma di problemi di movi-
mentazione del veicolo semplicemente adottando una strategia di segnale di
controllo adeguata al problema da risolvere.

In un sistema generale di navigazione automatica per veicoli su ruote, in
particolare per veicoli con rimorchio, la tesi propone un nuovo strumento di
generazione di percorsi necessari ad un sistema supervisore per connettere
punti intermedi nel suo compito di navigazione. Rimane come sviluppo fu-
turo, I'applicazione del sistema sviluppato a prototipi oppure a veicoli con
rimorchio commerciali. In aggiunta, il controllo feedforward-feedback im-
plementato e solo uno dei possibili metodi di controllo per un veicolo con
rimorchio. In futuro si potrebbero implementare strategie di controllo dif-
ferenti per valutare quale produca un comportamento dinamico del veicolo

migliore.



Appendice A

n4-3pline caso generale

Riprendendo © concetti della teoria delle curve planari espressi nel Ca-
pitolo 2, lappendice mostra i coefficienti per le n*-spline in modo completo.

In sequito sono riportate le prorieta di cut gode la curva parametrica.

A.1 Derivazione geometrica

Come gia mostrato nel Capitolo 2, la determinazione dei coefficienti per le
n*-spline avviene tramite la risoluzione del sistema (2.6).

Per la discussione sul significato geometrico delle equazioni presenti nel si-
stema (2.6) si rimanda alla Sezione 2.1. In seguito, nella Sezione A.2, sono

esposti i coefficienti delle n*-spline riportati in modo completo.

90
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A.2 Calcolo dei coefficienti

Ricordando la definizione di curva riportata nel Capitolo 2, si definiscono le

funzioni a(u) e f(u) nel seguente modo

alu) = ap+ayu+ayu® + agu® + oy ut + a5 uS+
+agu® + aru” + ag u® + ag v’ (A.1)
B(u) == Po+Pru+ Pou’+ Py’ + Byut + G50+
+ B u® + Bru” + Bs u® + By u’ (A.2)
I coefficienti polinomiali sono ottenuti dalle seguenti espressioni in forma
chiusa:
ap =14 (A.3)
ap =1 cosfy (A.4)
1 1
a2:§773 COSQA—ET]% K4 sinfy (A.5)
1 1,0\ . 1
g = — 57717)3&,4—1-67]1 KA 31119A+6775 cos 04 (A.6)
1 IR ST SR L
o= — | = K - A -y K Ka | sinfy—
4 6771775 A 4771773 A 8771 A 24771 A A
! 6, + - 6 (A7)
— — 13 K4 sin — 77 COS )
8773 A A 24 N7 A
35 5 5
a5 =126 (xp —x4) — (70 + — 3+ =05+ — n7 | cosOa+
2 2 24
5 5 )
_771’1A+ 771’fA+2771/€A+24771/€A sin 64+
5 5 5 )
+ —771 N3 KA+ =M N5 ka+ — 0y N3fia+ <05 ka | sinfat
2 6 4 8
1
+ ( 56772+—774—776+ﬂ778) cos O+
21 1 1,0\ .
+ 7 /{B 772 “34‘772 kg — 21 M, Kp | sinfp+
1, . 1, .
317217453——772776/13 4772 774/{3—5174 kg | sinfg (A.8)
— 420

105 20 5
(xp —xa) + (224771 +7773+§775+ 1—2777> cos 4 —
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105 5 20 o . 5 .
- TW%HAJFZ?ﬁHi‘F??ﬁ’KA—F 127]1 liA) sin 64—
5 5 5 .
20771773RA+3771775I€A+2n17]3f<;A+47]3f£A sin 6 4+
7 23 1
+ ( 196 ny — ?7]4+ 5 o~ 6778) cos 0+
7 1 23 5. 1 4. .
+ 777%/{8+§7I§/@%—€77§KB+6773/€B) sin 0+
23 2 1 .
==kt = mns ks +snskip+ =1 kp | sinfg  (A.9)

15 5
(xp —xa) — <280 m + 63 n3 + 5 s + 2 777) cos O+

15 5. 5

5
6377%’£A+_77115?4+?77?HA+12

1 Ik HA) sin 04+

5
- 7]32, EA) sin 04+

nfnsf%A+4

5 5
s KA+ =

+
Th N3 ka 3 5

2 4

3 11 . 1 . )
1 77;1 /{?]B—F ?ng’ kg — an /{B) sin 0+

2 2 4

5
ag = — 315 (xp —xa) + (16On1+35n3+4775+ﬁ777) cosf4—

5
MmNs KA+ —

12771773HA+6

5 .
1 771 N3 ka+ = 3 13 KA) sin 04+

65 7

1
15951 — — s+ = 1ng — 6778) cos 0+

2 2

65 1 7 . 1 . )
7U§/€B+§U§KSB—§U§HB+EU§HB) sin 0p+
21
2 3 2

(
}
(
(
(
(
(
+ ( 260n2+53n4—£n6+1n8) cos O+
(
(
(3
3}
(
(
S

15 5) 1
ag =70 (xp —x4) — (357714—?1754—67754—%777) cos 04+

3 . 3 )
N2 Mse KB — T2 M6 HB——ng Ny kg — —ni /<:B> sin g (A.10)

2 1 ,
MoNa KB+ = ans Kk + M5 M ki + = n3 kp | sinfp  (A.11)
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15 , I 4 5 5 4. 1 )
+ ?mfﬁA—i—gmﬁA—Fgm/ﬁA%—Mnl/ﬁA sin 04+
5 1 1 5 . 1, .
+ 5771773/€A+6771T]5/£A+ZU1U3RA+§773RA sin 64+
15 5 1
35 — - = — 0
-I—( 772+2774 6776+24778> cosfp+
15 1 5 .. 1 ]
+ (—5 Mo KB =g M Kp T+ 5k e = 5r T HB) sin -+
5 1 1 , 1 .
+ (5 N2 N4 53—6772776 HB—anm /ﬁB—gni /iB) sinfp  (A.12)

Bo =Yya (A.13)
fi=m sinby (A.14)
1 1
6225773 SinﬁA—Enf K4 cosby (A.15)
1 1 1 )
Ps = 5 M KA + = G 0 fa | cosfy + G sin 64 (A.16)
1 1, 1., 1
Ba = gnlnsmﬂjmnsffwrgm%A+24mm cos 04+
1 1
+ = 2 N3 Kka COSO4 + YR sin 64 (A.17)
35 5 5) .
Bs =126 (yp — ya) + (70771+7773+ 5 775‘1"%777) sin 4 —

5
771’@4"' 771’fA+

2771’@1WL

0 —
K COS
2 1 771 A A

5 5
M 75 KA+ —

771773/€A+6 1

5
771 N3 Ra+ < 3 773 Ka | cosfa—

1 1
- 772 KB — 772 "fB + 772 KB — 21 My KB> cos g—

1 ) 1
32 My kB — —772 Ne KB — 775 N gni /£3> cos g (A.18)

4

105 20 5) .
6 yB_yA) (224771+7773+—775+—7]7> sin 04+

3 12
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105 5 4 4

"‘<_771’<0A"‘4771"@17L

2

20 3k +5 K cos 04+
3771 A 12771 A A

5 : 5
5 77% N3 KA+ 1 Tﬁ FLA) cosf4—

5
—771775/@1—1-2

20n1773fm+3

77 23 1 )
196 19 — 1 N4 + 5 Ne — G 778) sin 0g—

77 1 23 . 1, .
?ngmBJrgné/{%—an/{BqLang/iB) cosfp—

23

2 1
— 5 Rk + 5 3 TN KB + 15 N1 fkip + = 5 n: kg | cosfp (A.19)

15 5 .
(?/B - ?/A) (280 m + 63 N3 + ? N5 + E 777> Sin QA—

5 15 . 5
63771HA+ ?77?/?144‘12

4771’@4"‘

Ik HA) cos 04—

5 5
M5 KA+ =

+
Th N3 ka 3 5

5
- 7]32, HA) cos 04—

nfnsf%A+4

2 4

., 11,1

3 ..
_53773 KB—Z 773“3"'?773 HB—ZU§ /{B) cosOp—

3 3
= MMk — M2NeKp — 3 772 N4 KB — — ni /433) cosfp (A.20)

2 2 4

5 .
Bs = — 315 (yp — ya) — (160771+35773+4775+ﬁ777) sin 04+

5
~ M5 KA+

12771773I€A+6

) 5
1 i s fa + 3 7}32, KA) cosf,—

65 7 1 .
155 mp — o N+ = 5 Ne — 6 T]g) sin g —

65 1 7 ) 1 .
?ngﬁ3+§n§ﬁ%—§ngm3+6n§/{3) cosOp—

2 2 . 1
Manakp+ = oM KB + M3 N4 fip + = 13 /@B) cosfp (A.21)
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2 3 2

(
3}
(
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)
(
( 2607 + 53 1 — = 15 + + ng) sin 65—
(
(
(3
(
3}
(
(

15 5 1 .
By =70 (yp — ya) + (35771+?773+ G 775+ﬂ777> sin 04—
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15 1 5 ) 1 .
- (—77%’@4“‘—Ufﬂi+—ﬁf/€A+—nf/€A> cos 04—

2 8 6 24

5 1 1, 1,
- 5771773f€A+6771T]5/€A+17]1773mA+§773ffA cos 04—

15 5 1
— (=35 — - = — infp—
( 772+2774 6776+24778> sinfp
15 5 ) ..

—(—7773/63—gﬁgﬁgéJrgngﬁB—ﬂnéﬁB) cos lp—

5 1 1 . 1
- (5 N2 N4 HB—6U2 s HB—ZUS N4 HB—gni /-iB) cosfp. (A.22)

I termini n;, con ¢ = 1,...,8, possono essere scelti liberamente ed influen-
zano l'andamento del cammino senza violare le condizioni di interpolazione.

Possono essere inseriti in un vettore colonna di dimensione otto

n= [771 M2 M3 N4 M5 Ne N7 TIS]T

e le curve parametriche A.1 e A.2 saranno d’ora in poi indicate come p(u,n)

o n*-spline.

A.3 Proprieta delle n*-spline

La correttezza delle relazioni (A.3) - (A.22) viene garantita dalla seguente

proposizione.

Proposizione A.1. La curva parametrica p(u,mn) soddisfa ogni dato in-
sieme di valori pa,0a,ka,ka,,ka € PB,OB, KB, kB, kp delle condizioni di

interpolazione, per ogni n € H dove H := R2 x R°
Si riportano in seguito le proprieta di cui gode ogni n*-spline.

Proprieta A.1 (completezza). Data ogni curva polinomiale del nono ordine
q(u), u € [0,1], con q(0) # 0 e (1) # 0, tale che soddisfi un insieme
di condiziont di interpolazione pa,0a, kA, ka, ks € PB, 0B, KB, kB, kB, allora

esiste un vettore di parametri n € H tale che p(u,mn) coincide con q(u).

La prossima proprieta si focalizza sulla minimalita delle n*-spline.
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Proprieta A.2 (minimalita). La curva p(u,m) é la curva polinomiale del
minimo ordine che interpola ogni insieme arbitrario di dati pa,pp € R?,

04,05 € [0,27‘(), ka, kg ER, ka,kp ER e kg, kp € R,

Come mostrano la Proposizione A.1 e la Proprieta A.2, le n*-spline sono la
soluzione per il problema introdotto di interpolazione G*. Inoltre le n*-spline
sono una famiglia di curve che dipende da una parametrizzazione simmetrica
indotta dalla scelta del vettore n. Questa proprieta, che verra formalmente
introdotta di seguito, puo essere utile per formare le n*-spline, variando i

parametri 7;.

Proprieta A.3 (simmetria). Si assuman =n=vE€R,, n3=—mp=w €
R,ms=mn=2€R, ny=n=t€R edefiniamon =[voww—zztt]".
Si consideri inoltre 4 = g = 0 € [0,27), ka = kg =0, ky = kg =0 ¢
ka = kg = 0. Allora, per qualsiasi pa e pg, la curva p(u,mn) soddisfa la

sequente condizione di simmetria
p(%"?) = pA+pB_P(1 —u, 77) Vu e [07 1]7 Vo € R+> ku Zat €R. <A23)

Le n*-spline possono essere utilizzate per generare o approssimare una varieta
di cammini, come ad esempio spirali, archi circolari ed altri. La primitiva
fondamentale ¢ la linea segmento, che puo essere ottenuta con le appropriate

condizioni di interpolazione.

Proprieta A.4 (generazione di un segmento). Definiamo d = ||ps — pal|,
ed assumiamo xp = x4 +d cos@ , yp =ya +d sinf, 4 =0 =0 € [0,27),
ka=#kp =0, hy = kg =0 e ks = kg =0. Allora, p(u,n) é un segmento
VneH.



Appendice B

n5-3plz°ne caso semplificato

L’appendice mostra il problema di interpolazione G° ed una possibile so-
luzione mediante le m°-spline. La deduzione dei coefficienti di questa curva
e espressa solo per il caso semplificato in cut m; = 0 con i = 3,...,10 e

Kka=FKpg=0.

B.1 Derivazione geometrica

Problema B.1 (Interpolazione polinomiale di classe G®). Determinare la
curva polinomiale del minimo ordine che interpoli due dati punti pa =
[w4,y4]" e P = [xB,yB]T con associati i vettori tangenti definiti dagli angoli
04 e 0p, le curvature scalart k4 e kg, le derivate delle curvature rispetto alla
lunghezza dell’arco k4 e kg, le derivate seconde e le derivate terze delle cur-
vature rispetto alla lunghezza dell’arco k4, kg, K4 € Kpg. Si consideri che i
dati di interpolazione, pa, P € R?, 04,05 € [0,27), ka, k5 € R, fia, i € R,

Fa, kg € R e K4, K € R, possono essere assegnati arbitrariamente.

La soluzione a questo problema di interpolazione ¢ data dalla curva poli-

nomiale dell'undicesimo ordine p(u) = [a(u) B(u)]T, con u € [0, 1], definita

97
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come segue:

au) == g+ oy u+ ag u® + az ud + agut + as u’+

+ agub + ar u” + agu® + ag u® + ago u'® + agy u't (B.1)
B(u) :=Po+ Pru+ Bou’ + By u® + By u + G5 v+
+ Bo u® + Br u” + Bsu® + By u’ + Bro u' + iy u'l. (B.2)

Prendendo come riferimento la Sezione 2.1 si introduce la definizione di

derivata terza di curvatura rispetto alla lunghezza dell’arco s.
A (@R d (E\ded(PR)
ds \ds®) — du\ds®) ds  du\ds®) ||p(u)]

3K d [(d*k 1
PEA (d32 (“>> Bl (B:3)

ovvero

Ora si e in grado di impostare il sistema di equazioni per risolvere il Proble-
ma B.1.

Seguendo un procedimento analogo a quello mostrato in Sezione 2.1 si ot-
tengono i 24 coefficienti richiesti. Bisogna precisare che la risoluzione delle
equazioni (B.7g) e (B.7h) necessitano del calcolo esplicito della derivata terza
di curvatura. Questa formula si ricava dalla differenziazione esplicita rispetto

ad u della formula espressa in equazione (2.27), ovvero
%(U) = @2t ) [(045 —af 420 —2dp) (0" + )’
2 B+ 6 )6+ B B
—10(a 8 — @B)(&° + B> + &d + B3)(¢% + B°)*+
+67(0F — @ B)(ad + BB (a2 + B7)—
157(af — af) (a2 + B2 + ad + BB)(ad + BB) (62 + 51—
~162(af — @) (ad + BB)?| () (B.4)
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Il problema e stato risolto in maniera semplificata imponendo le seguenti

ulteriori condizioni.

con

n; =0

cont=3,...,10

n, m2 >0,

(P(0) = pa
P(l) = PsB
) cos B,
p(0) = m| .
_sm@A_
i _COSHB—
p(l) = m| .
_81n93_
k(0) = kKa
k(1) = kg
Ak
E(O) = kKA
A3k
g = R
0
<p), | M > =
_smé’A_
TP
<p), | P s =
_sin@B_

o eos4)
<p0), [0 > =
_SiHQA_

5 Teosog)
<p), | P s =

\ _811193_

7 € Reconi=3,...,10.

13

T4

M9

10

(B.7K)

(B.71)
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B.2 Calcolo dei coefficienti

I coefficienti polinomiali, tenuto conto delle condizioni (B.5) e (B.6), sono

ottenuti dalle seguenti espressioni in forma chiusa:

ap =T (B.8)
a1 =11 cosfy

ay = — % 77 K sin 6y (B.10)
ag = —%nf K4 sinfy (B.11)
= — 2—14 ni (3 K% +ia) sinfy (B.12)
a5 = —%ni’ K% Fa sinfy (B.13)

ag =462 (xp — x4) — 2521 cosfy — 210 1y cosOp+

21 19 i 28 i 7T . .
+ (6377%/@44——nf/ffg—l——77?/-@124/43,4—%—77?&,4—%—17%/{,4) sin 04—

8 20 3 8
7 19 . 14 . 7 . .
— (42773534—@773%:%—?07)352353—EUS’HBjLﬁn;‘RB) sinfp
(B.14)
a7 = — 1980 (zp — x4) + 1050 1y cosb4 + 930 1, cosOp—
35 19 35
— (2527]% KA+ T rﬁ /ii + 3 ni’ ﬁ;i KA —|—357]f Ka + - 7]11 /%A) sin 64+
17 19 17
+ 19277;/{B+—773/{%——773/{23/%3—22775’/{3—}——773/%3 sin 0p
4 24 12
(B.15)
ag = 3465 (xg — x4) — 1800 1; cos @ — 1665 15 cos Op+
105 19 35
+ (42077% mﬁ?n;‘ mf”ﬁgni’ K% Fa + 561} @A+§nf /‘éA> sinf,—
705 33 19 . . 11 . .
— (TUSHB—FanKBB—ET}SR%HB—7773/134-2773/13)811103
(B.16)

ag = — 3080 (xp — x4) + 1575 m; cosb4 + 15051, cosOp—
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19 . 140 . . T 4. .
9 ﬁ%’f?ﬁ‘i‘gﬁ?ﬂiﬁfx—#—T}i’/m+§'rﬁf@1) sin 04+

21
— (360 N kg — 3

19 235 8
+ (3257]5/13—1-8773;@3]3—EngﬂZBi@B—?ngRB—i—gngi@B) sinfp

(B.17)

ag = 1386 (xp — x4) — 700 1, cosfy — 686 19 cosOp+

315 35
+ | —=—n Kat+ —

19 35 .
2 ] 77 K AT o5 771 KAKA+20771 /fA‘F—?]l HA) sinf,—

20 24

301 31 s 19 9 37 4. 31 .
|7 772“B+§772’13 24772/@9/@'3 2772/134—24772/@3 sinfg
(B.18)
aj; = — 252 (xp —xa) + 126 11 cosOa + 126 1, cosOp—
3 3 19 7 1 )
— (2877 fﬁA+4Th K3+ 120771 RAKA+2771 /iA—|—4T]1 Ka | sinfs+
3 19 ) 7T . 1 4. .
+ (2877%/@3—}—1773/{?]3—EOUSFLQB/{B—§n§’/£3+177§/£3>sm03
(B.19)
Bo = ya (B.20)
Pr=m sinby (B.21)
1
By = 3 n? Ky cos Oy (B.22)
1
fs =2 1 fea cos B4 (B.23)
1 3 .
Bu=gpm (3rh+ita) cosfs (B.24)
19
Bs = 120 ™M | Ky Foa cos Oy (B.25)
Be = 462 (yp — ya) — 2521, sinfy — 21013 sinfp—
21 19 8 ) T 4.
— (637]%/1A+§77f 3 +20 771 HAHA-i- 3 7]?/-@,4+§77ffm) cos 04+
7 19 , 14 . 7 ..
+ (42n§/{3+§n§m%—mngné@—?n;”mfrﬂn;‘@) cosfp

(B.26)
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Bz = — 1980 (yp — ya) + 1050 1 sinf4 + 930 75 sinOp+

35 9 . . 35
+ (25277an—|— 1 nt A+§77f/1124/m+3517f/@4+ 5 /@A) cosf4—

17 19 . 17
— <192n§ /<¢B+Zn§/<o?]§ 51 ns Ky kg — 2215 Fp + 15 1 /iB) cos O
(B.27)

Ps = 3465 (yp — ya) — 1800 1; sinf — 1665 1, sinfp—
105 19 35
— (42077% KJA+?77;1 K3+ Enf K% foa 4 5613 iy + gnf /'{A) cos 04+
705 33 19 83 . . 11, .
+<717§/<:B+Z17§/<:3j3 127721423/@,3 2173/4;B+Zn§/-€3)c0593
(B.28)

B = — 3080 (yg — ya) + 1575 m; sinf4 + 1505 1, sinfp+

21 19 ) 140 . 7 4.
+ (36077% /iA—i-??ﬁ Ko+ @77? K5 /<¢A—|—T'rﬁ’ Ka -+ 57711 /fA> cosf,—

235 4. 8 4.
— (325 ns KB+ 81 Ky — T2 — ) Ky kg — e = /<;B+§n§ f£3> cosfp
(B.29)

B10 = 1386 (yg — ya) — 7007, sinfy — 686 19 sinfp—
315 35 19 35
_< 2 4.3 nl/{AHA+20n1/{ZA+247’]1/€A>COSQA+

7771 KA+§771 ’@1‘*’20
+ (@ 77% KB+ E 77§1 /£3B 19 5 K,QB kg — 37 773 kp+ — 31 B K,B) cosfp
2 8 24 2 24
(B.30)

B = — 252 (yp — ya) + 126 1y sinfa + 126 1y sinOp+

9 3 4, 5 19 7 1
+ 287}1I<&A+47]1EA+120771/€AI<JA-|—2771KA+4771I€A cosf,—

3 19 ) 7 4. 1 4.
— <28n§/€3+é—ln§m%—mngm%HB—§n§KB+Zn§mB) cosfp
(B.31)
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